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Prolog

Dieses Dokument ist eine “Uberarbeitung” meiner Diplomarbeit vom Januar
1973, angefertigt am Institut fiir Angewandte Mathematik I der Universitit
Erlangen-Niirnberg. Es wurde erstellt mit BTEX in den Pandemiejahren 2020-
2022.

Die Aufgabe bestand in der Implementierung und Erprobung von Verfahren
zur Exponentiellen Approrimation:

e Fs war die Theorie der Exponentialapproximation darzustellen: “Teil I”

o Auf dieser Grundlage waren Verfahren zur Exponentiellen Approxima-
tion zu beschreiben: “Teil 117

e Diese Verfahren waren mittels numerischer Experimente zu erproben:
“Teil I1I”.

Anderungen, Abweichungen gegeniiber dem Original:

Teil I und Teil II dieses Dokuments sind inhaltlich identisch mit den entspre-
chenden Teilen der Diplomarbeit von 19785.

e Layout und Formatierung ergeben sich aus den Fdihigkeiten und Mag-
lichkeiten von BTEX . Die Fehlerfunktionen wurden mit BTEX-package
“pafplots” erstellt.?

o Vereinzelt wurden textuelle Anderungen zur Verbesserung der Lesbar-
keit vorgenommen.

e Die Verwendung von BTEX-Zdhlern hat Nummerierungsfehler im Ori-
ginal (bei Sdtzen, Korollaren, ...) aufgezeigt, diese wurden korrigiert.

e Finige (zum Teil offensichtliche) Unstimmigkeiten im Original wurden
korrigiert, auf diese weisen entsprechende Fufinoten hin.

e Beispiele 5.4, 5.5 von Kapitel 5 sind Erweiterungen des Originals

Fiir Teil I1I, Kapitel 7 und 8 gilt zusdtzlich:
Fiir die Berechnungen wird auf das Original verwiesen, Anhang B enthdlt
den Textteil von §7 des Originals.

Anhang A ist eine Erweiterung des Originals, ebenso wie die Quellenangaben
des Literaturverzeichnisses ab [26].

Y nachstehend auch “Original” genannt
2 das Original wurde auf einer Schreibmaschine geschrieben, die Zeichnungen des Ori-
ginals wurden mit dem Plotter des Rechenzentrums der Universitit gezeichnet
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Bezeichnungen und Abkiirzungen

N
R
C
C(X)
zEy
xE +y

\

Menge der natiirlichen Zahlen

Menge der reellen Zahlen

Menge der komplexen Zahlen

Menge der auf X stetigen Funktionen
x x 10Y

z x 10*Y

Mengendifferenz

Realteil von z € C

Imaginérteil von z € C

Betrag von x
Tschebyscheff-Norm (p. 5)

Differentialoperator (p. 8)

Grad des Polynom P (p. 9)

Grad von E € Vy (p. 9)

Gleichheit von Funktionen

Vorzeichen von x (p. 20)

Vorzeichenvektor der Exponentialsumme E (p. 20)

ohne Beschriankung der Allgemeinheit



Teil 1

Theorie der
Exponentialapproximation

1 Einleitung, Hilfsmittel

1.1 Die Mengen Vy, Vy, Vi

Es sei X stets eine kompakte Teilmenge der reellen Zahlen R und C(X) die
Menge der auf X stetigen, reellen Funktionen; C(X) sei mit der von der
Tschebyscheff-Norm || . || induzierten Metrik versehen:

If ||x=8161)g\f(1?)| , fec)

In R" n € N, wird die Euklidische Metrik bzw. Norm verwendet.
I bezeichnet stets ein abgeschlossenes Intervall |a,b| mit @ < b, a,b € R.

In dieser Arbeit wird die Tschebyscheff-Approximation stetiger, reeller Funk-
tionen durch Exponentialsummen - ein nichtlineares Approximationsproblem -
behandelt; wie iiblich sei also definiert:

Definition 1.1
Essei V C C(X).

a. vg € V heilt beste Approximation an f € C(X) beziiglich V auf X oder
auch Minimallosung fiir f beziiglich V auf X, wenn gilt:

| £ = v llx=inf || f = vllx = R(/)

b. R(f) ist die Minimalabweichung von f beziiglich V auf X.

c. Die Folge (v,)neny € V ist eine Minimalfolge in V fiir f auf X, wenn
gilt:
T || £ =, x = RO



Wenn man von Exponentialsummen spricht, denkt man zunéchst an Summen
n

Zaiem mit a;,t; ERfir1<i<n,neN
i=1

Dies soll im Folgenden prazisiert werden.

Definition 1.2
Essei Ne Nund a = (ay,...,an,t1,...,ty) € R*N.

a.

N
E(a,z) := Zaiet“” reR
i=1

Die hiermit auf R definiert Funktion wird mit F(a) bezeichnet; a € R*Y
ist der Parametervektor von E(a)®.

Vy ={E(a)| a=(ay,...,an,t,...,ty) € R,
tl<tl+1fur1§z§N—1, CL,L'IOZ>CLZ'+1:O}

Vy) enthélt nur die Nullfunktion.

L
c. L ist die Linge von E(a,z) = Zaiem € Vy, wenn a; # 0 fiir 1 <4 <
i=1

L erfillt ist.

Bemerkung:

N

Jede Funktion Zaiet”‘" mit a;,t; € R fiir 1 £ 4 < N ist in Vy enthalten;
i=1

E(a) € Vy bedeutet nur, daf die Indizierung der Summanden gemif Defi-

nition 1.2b durchgefiihrt wird. Dies ist offensichtlich stets moglich und man

sieht unmittelbar ein, daf E(a) € Vy mit der Linge L < N keinen eindeutig

bestimmten Parametervektor a € R?" besitzt, da zum Beispiel ¢, € R mit

tr+1 > tr, beliebig gewahlt werden kann.

Das folgende Bespiel zeigt, dak die Existenz einer besten Approximation
beziiglich Vy allgemein nicht gesichert ist:

3 der Parametervektor a umfasst also auch die t;: a = (a1,...,an,t1,...,tN)



Beispiel 1.1 (Meinardus, [12])
Es sei X = [0,1], f(z) = ze® und fiir m € N sei E(a,,) € Vi gegeben durch

E(ap,z) = meHa)T — me”
Fir z € X gilt:
T Z =z - xi
| f(@) = B(am,z) | = e |z —men +m|=e |mZ;Z.!mi |

A

e m~te® <mle

Es folgt also lim || f — E(an) ||x= 0.
n—oo

Die Minimalabweichung von f beziiglich V3 ist demnach Null, f ist jedoch
nicht in V; enthalten. Damit gibt es keine beste Approximation fiir f beziig-
lich V; auf X.

Anders formuliert besagt Beispiel 1.1, daf jede Umgebung von f(z) = xe”
in C([0, 1]) eine Funktion aus V; enthilt.

Dies ergibt sich auch unmittelbar aus der Tatsache, dafs die betrachteten
Funktionen Losungen homogener, linearer Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung sind.

Allgemein fiir n € N entnimmt man der Theorie der linearen Differentialglei-
chungen N-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten (man vergleiche hierzu

151, 17]):

1. Die Losungen h der Differentialgleichungen

N L
(1.1) > ap'h  =][(D—-t)"h=0
i=0 i=1
L
mit ¢; € R fiir 1§z’§LundZ(m,~+1):N
i=1
sind von der Gestalt :

mit reellen Polynomen P;(x) = Z a;px” fir 1 <i < L.
n=0

Liegt ein Anfangswertproblem vor, so sind die Losungen von (1.1) eindeutig
bestimmt.



d
(Wie iiblich wird der Differentialoperator T mit D bezeichnet. Es ist D’ f =
x
fund D" = D"'D.)
2. Die Losungen der Differentialgleichungen (1.1) mit den Anfangswerten
D'h(xg) = h; € R, 0 =i £ N — 1, hdngen stetig von den Koeffizienten d;
und den Anfangswerten ab. Dies ergibt sich aus dem entsprechenden Satz
fiir Differentialgleichungssysteme.

L my
Hat man also eine Funktion h(z) = Z(Z a; nx™)e"* mit m; = 1 fiir ein i
. i=1 n=0
und Z(mZ + 1) = N gegeben, so ist
i=1
N L
(1.2) > d;D'h:=][(D—t:)""h=0
=0 i=1

erfillt.

Die Differentialgleichung

N

N
ZciDig = H(D — 8i)g
=0

i=1
mit [, —s; |[<efir 1 i <N, s; # s; fiir i # j, besitzt Losungen der Form

N

g(x) = Z a;e’"

i=0
Legt man ein abgeschlossenes Intervall I C R und die Anfangswerte
D'g(xy) = D'h(x) 0Si<N—-1, x¢€l

zugrunde, dann kann || h — g ||; bei geeigneter Wahl von e beliebig klein
gemacht werden, da liII(l) ¢;i=d;, 01 <N —1, gilt.
€E—

Damit ist gezeigt:

L
In jeder Umgebung von Z Pi(x)e"* in C(I) mit
i=1
(1.3)
L
Z(grd(Pi) +1) = N liegt ein Element von Vy

i=1



Hierbei wird der Grad des Polynoms P(z) = Z a;z" mit grd(P) bezeichnet;
i=0

mit a,, # 0 gilt also grd(P) = m.

Das Nullpolynom P(z) = 0 habe den Grad —1.

Will man bei der Approximation stetiger Funktionen durch Exponentialsum-
men die Existenz einer besten Approximation sichern, so muf man also V3
mindestens um die oben in (1.3) betrachteten, verallgemeinerten Exponenti-
alsummen erweitern.

Definition 1.3

a.
L
Vy :={E(a) | E(a,z)= Z Pi(z)e"*, P; ist ein reelles Polynom
i=1
L
mit grd(P;) =m;, » (m;+1) £ N,
i=1
b.

L
Fir E(a,z) = Z Pi(x)e"* € Viy werden folgende Bezeichnungen eingefiihrt:

i=1
L

Es sei grd(E(a)) := Z(grd(Pi) + 1) der Grad von E(a);
i=1
ist grd(P;) 2 0 fiir 1 <4 < L erfiillt, dann ist L die Linge von E(a).
Das Spektrum von E(a) ist gegeben durch {¢; | 1 < i < L}, die Elemente
dieser Menge seien die Frequenzen von E(a).

Bemerkung 1.1

1. Es ist nicht ohne weiteres moglich, den Elementen von Vy einen Pa-

rametervektor zuzuordnen, wie dies in Definition 1.1 fiir Vi geschah.
N-1

Dies wird deutlich wenn man bedenkt, dak neben (Z aip1x’)e™” mit
i=0

N
ay # 0 auch Zaietix € Vy enthalten ist; im ersten Fall bestimmen

i=1
N + 1, im zweiten Fall 2N Parameter die Funktion.
Auch die Beschrankung auf Elemente von Vy mit einer festen Anzahl
von Parametern bringt keine Anderung:



Es seien a, b, c,u,v € R mit u < v gegeben. Mit (a,b,c,u,v) als Para-
metervektor lassen sich die Exponentialsummen
ae"® + (b+ cx)e’™ € V3 (a+ bx)e™™ + ce™ € V3

bilden, die im Spektrum iibereinstimmen, im allgemeinen jedoch nicht
gleich sind.

Fiir E(a) € Viy \ Vi hat also der Parameter a nicht die gleiche Bedeu-
tung wie fiir die Elemente von Vy; es dient hier nur der Bezeichnung
einer speziellen Funktion im Sinne einer Indizierung.

2. Fiir E(a) € Vy fillt die Léinge mit dem Grad zusammen. Hat E(a) €
Vn \ Vi die Linge L, so folgt L < grd(E(a)) fiir N = 2.

3. Aus der Definition der Polynomgrade ergibt sich, daf V{ nur die Null-
funktion enthélt.

In Kapitel 2 wird gezeigt, dat auch bei der Approximation beziiglich der
in Definition 1.4 beschriebenen Teilmengen von Vjy eine Minimallosung fiir
f € C(I) existiert:

Definition 1.4

N

VY = {E() |E(a,z)=)Y a;e" a;20fiir 1<i< N}
=1

Vy = {E(a) | —E(a)eVy}

Bemerkung 1.2 (Werner, [21])
Fir n € Nist F € Vy n-fach differenzierbar in R und es gilt:

D"E € Vy

Beweis: Vollstiandige Induktion nach n:

L
E(x) = Z Py(z)e"® € Vy ist in R differenzierbar:
i=1

L
DE(z) = 3 (DP() + P(a)ts)e"
i=1
Wegen grd(DP; + Pit;) < grd(P;) ist DE € Vy erfiillt.
Gilt die Behauptung fiir n, also z = D"h € Vy, dann ist z in R differenzierbar
und es ist Dz = D" h € V. Damit ist die Behauptung vollstindig gezeigt.

10



Von entscheidender Bedeutung ist der nun folgende Satz iiber die Nullstellen
von Exponentialsummen:

Satz 1.1 (Meinardus, [12])
Jede nicht identisch verschwindende Funktion in Vy besitzt hochstens N — 1
reelle Nullstellen.

Beweis: Durch vollstédndig Induktion nach L wird gezeigt:

L
Z Pi(z)e"* € Vy mitE # 0 hat hichstens
i=1
(1.4)
L
(Z(grd(Pi) + 1)) — 1 reelle Nullstellen.

=1

Fiir L = 1 ist nichts zu zeigen: P(z)e"* € Vy besitzt hochstens grd(P) reelle
Nullstellen oder verschwindet identisch.
Es gelte (1.4) fiir L — 1.

L

E(z) = ZPi(x)em € Vn habe M reelle Nullstellen und es sei m;, =
=1

grd(Pr) >0 (sonst gilt die Behauptung nach Induktionsannahme).

El(l‘) e DmL+1(€—thE(x)) — DmL+1(i B(I)e(ti_tL)m) _

=1

Nach Bemerkung 1.2 gilt

L—-1 L-1

S (grd(@) +1) £ S (grd(P) + 1)

i=1 i=1

Die Funktion e " E(z) besitzt M reelle Nullstellen; nach dem Satz von Rolle
hat dann £ mindestens M — (my, + 1) reelle Nullstellen. Die Induktionsan-
nahme, auf F; angewandt, ergibt

11



L—-1 L

M—mp—1< () (grd(P)+1)) = 1= (D (grd(P,) +1)) =1 —my — 1

i=1 =1

L
woraus M < (Z(grd(Pi) +1)) — 1 folgt.

i=1
Damit ist (1.4) vollstdndig bewiesen und die Behauptung des Satzes gilt.

Die Theorie der nichtlinearen Approximation, wie sie in [11] dargestellt ist,
wird in Kapitel 3 zur Herleitung von Charakterisierungs- und Eindeutigkeits-
sitzen fiir die Approximation beziiglich Vy herangezogen; die Theorie von
Rice, [15], ist hier nicht anwendbar, da Vy im allgemeinen die Varisolvency-
Eigenschaft nicht besitzt. Braess gibt dazu in [1] folgendes Beispiel an:

Beispiel 1.2
Betrachtet wird V5 im Intervall [—3,3]. In V5 besitzt Ey(z) = = € V; die
Varisolvency-Eigenschaft nicht:

a. Es sei
T = —2, To=—1,235=1,24=2 und
h=-240,y=—1,y3=1,y,=2—9 mit o > 0 gegeben.
Es kann 0.B.d.A. § < 1 angenommen werden
Gesucht sind die Funktionen E € V5, die

(1.5) Ex))=y fir1<:<4

erfiillen.

Gilt El(ZL’Z) = EQ(.TI) = Y, 1 é ) é 4, fir El,EQ S ‘/2, SO fOlgt E1 = E2
nach Satz 1.1. Fiir jede Losung E des Problems (1.5) gilt E(x;) =
—FE(—z;), 1 =i = 4, und man erhalt

(1.6) E(z) = —E(—x) rel
Die Funktionen in V3 und V5 \ V7, die (1.6) erfiillen, sind gegeben durch
E(z) = a(e® —e ") und E(x) = az mit a, s € R. Gilt weiter E(x) =0

fir 2 0, dann sind diese Funktionen in [0, 3] konvex und lésen daher
fiir kein § > 0 das Problem (1.5).

12



1
b. Mit E(z) = Z(e"” — e ®) € Vi besitzt Ey — F in I drei Nullstellen:

X -3 1 0 +1 +3
Eo(x) — E(z) | +2.009 | 0412 00 | +0.412 | -2.009

Nach a. ist also der Solvency-Grad von Ej in V5 kleiner als 4, es gibt
aber Elemente E € V5, so dall Ey— E in [ 4—1 Nullstellen hat; damit ist
fiir Ey die Varisolvency-Eigenschaft, wie sie in [15] definiert ist, nicht
erfiillt.

Bemerkung:
In “On Extended Varisolvent Families” zeigen R. B. Barrar und H. L. Loeb,
dak die reellen Funktionen

1 C(z)

21 Ji A(2)

e*rdz reR

ein Funktionensystem bilden, das die Varisolvency-Eigenschaft besitzt; hier-
bei gilt

1. C(z) und A(z) sind Polynome mit reellen Koeffizienten, die keine Null-
stellen gemeinsam haben; es sei grd(c) < grd(A) =n < N € N und
der Koeffizient bei 2" in A ist Eins.

2. Fiir den Imaginérteil $(zp) jeder Nullstelle zy von A gilt:

| X(z0) |< 7

3. Der geschlossene Weg K sei der Rand eines Gebietes in C, das alle
Nullstellen von A im Innern enthélt.

Jedes Element E von Vy ist in dem beschriebenen Funktionensystem ent-
halten: Man hat hierzu das Polynom A so zu wéhlen, daf die n Frequenzen
von E die (reellen) Nullstellen von A sind; dann kann das Polynom C so be-
stimmt werden, daf man (mit dem Cauchyschen Integralsatz) die restlichen
Parameter von E erhalt.

13



1.2 Darstellung der Exponentialsummen durch Diffe-
renzenquotienten

Die Darstellung von Funktionen aus Vy geméfs Definition 1.3 ist fiir topolo-
gische Untersuchungen oft nicht sehr geeignet, was auch Beispiel 1.1 zeigt.
Deshalb wird nun durch Verwendung von Differenzenquotienten eine andere
Darstellung fiir die Elemente von Vi entwickelt, die fiir Konvergenzbetrach-
tungen giinstiger ist.

Definition 1.5
Die Funktion f sei auf T':= { ¢, | t; € R,i € N, ¢; # t; flir ¢ # j} definiert.

A(t)f = f(t)

AVt t) f = A, .,
An(tl,...,tn+1)f = (17 ? )t{_t - (2 +1)f nEN

Es werden die folgenden Eigenschaften der Differenzenquotienten be-
notigt (man vergleiche hierzu [19], [22], [23]):

1. Mit
n+1
Pty = J[ ¢t-t),1<i<n+1 gilt
i=1,i#j
n+1
(1L7) Aty tyer)f — ]‘_f%‘))
j=1 T I\

Es sei I C R ein Intervall und f eine Funktion von t in I.

2. Fur f € C™(I), d.h. fist in I n-mal stetig differenzierbar, gilt mit
{ti|1Sis<n+1} CI:

An(th ce 7tn+1)f -

1 ps1 Sn—1 Jn n
(1.8) :/0 /0 /0 %f(tﬁ—;(tiﬂ—ti)si)dsn...dsl

n L d L
(19) A (tlw-';thrl)f = E% (T) fir eintTel
. 1 d
(1.10) At t)f = oo f(h)

Die Gleichung (1.8) ermoglicht fiir f € C™(I) folgende Verallgemeinerung;:

14



Definition 1.6
EsseineN, feC"(I)und {t; |1 <i<n+1} C 1.

Sm—1 dm
Am(tl,... m-1 f —/ / / t1+2 i+1 — SZ dSm ..d81

mit m < n.

3. Nach (1.8) sind die Definitionen 1.5 und 1.6 dquivalent, falls ¢; # t; fiir
1 # j gilt.
Fiir t; # t,41 folgt auch fiir die Differenzenquotienten nach Definition 1.6:

Aty ) f = A g, b)) f
b1 —thy1

Aty .o ta) f = ,  fect()
Bei der Anwendung der Differenzenquotienten auf e'*, x € R, wird t als Va-
riable betrachtet; die Differenzierbarkeitsbedingungen sind hier erfiillt und
die Gleichungen (1.8), (1.9) und (1.10) sind unmittelbar anzuwenden; insbe-
sondere hat man also:

A", ...

n+1
(1.11) / / o /Sn1 €(t1+2?:1(ti+1—ti)5i)md8n . .ds;
0

Vereinbarung:
Da die Differenzenquotienten unabhéngig von der Anordnung der Argumente
t; sind, seien diese 0.B.d.A. stets der Grofe nach geordnet: t; <ty S 3 <

Hilfsatz 1.1 (Braess, [2])
Essei N € Nund ¢; € R fiir 1 £4 < N mit ¢; < t;41 gegeben.
Behauptung:

AN_1<t17 s 7tN)€tm = ZB(x)eTﬂ? € VN ;

dabei gilt: T; € S:={t; | 1 = ¢ < N} fur 1 £ j < L und fiir jedes Element
t € Sgibteseinjmitl < j < L, sodak t =T} erfiillt ist; L ist also die Zahl
der verschiedenen Elemente von S.

Ferner gilt:

der Grad von P; ist kleiner als die Zahl der Elemente von S, die gleich T;

15



sind.
Beweis: Vollstédndige Induktion nach N:

N =1:
AD(tl)etx — €t1x
Die Behauptung gilt hier offensichtlich; sie sei auch fiir N — 1 gezeigt.
Induktionsschlufs:
1. Fall: tl = tN
Aus (1.10 folgt

1
AN_I(tl, . ,tN)em = gN-lehe

2. Fall: tl 7é tN
Es wird hier
ANZ2(ty, oty )et — ANty L ty)et®

AN, ty)el® =

benutzt.

Aus ty # ty folgt fiir 1 £ 4 < N: Gibt es m; Komponenten in (1, ..., ty) mit
dem Wert ¢;, dann gilt dies mindestens fiir eines der (N-1)-Tupel (¢4, ..., tn_1)
und (tg,...,ty). Mit der Induktionsannahme ergibt sich damit die Behaup-
tung, da fiir Polynome )¢, () der Differenz auf der rechten Seite die Bezie-

hung grd(Q1+Q2) = max(grd(Q1), grd(Q2)) gilt.
Die Behauptung ist somit vollstdndig bewiesen.

Hilfsatz 1.2 (Braess, [2])
Fir N € Nund mit ¢; € R fiir 1 £4 < N ist die Menge

B:{Ai(tla"'yti-‘rl)etw | Oélé N_l}

linear unabhéngig.

Beweis:

Nach Hilfssatz 1.1 ist die Behauptung gezeigt, wenn die Wronski-Determinante
der Elemente von B fiir x = 0 von Null verschieden ist (vgl. [5], [7]).

Fir 0 £ m < n gilt wegen (1.11):

DA™ty .. ty1)e” = 2" " Ry(z) ,n SN -1,

wobei R,,,(x) bis auf den Faktor "™ die Summe darstellt, die durch m-
fache Anwendung der Produktregel entsteht.
Fir 0 <m =n < N — 1 erhilt man

D™A™Mty, ... tag)e —n'/ / / et limti—t)segg ds14x Ry ()



Ry () stellt bis auf den Faktor x den Rest der bei der Differentiation ent-
stehenden Summe dar.
0 :0Sm<n
Fiir =0 folgt: D™A™(t1,... tyy1)e™ = n<N-1
1 :0Sm=n

Setzt man fir x =0
Q5 = DiAj(tl,. .. ,tj+1)€m s 0 é Z,] é N -1 s

so erhdlt man eine nichtsinguldre Dreiecksmatrix (a;;)o<; j<ny—1, womit die
lineare Unabhéngigkeit von B bewiesen ist.

Satz 1.2 (Braess, [2])

L
E(z) = Z Pi(z)e"™ € Viy \ Viy_1 besitzt eine eindeutige Darstellung durch
i=1

N-1
Differenzenquotienten: E(z) = Z biA (ty, ... tigr)e".
1=0

Die Koeffizienten b; € R sind fiir 0 < i < N — 1 eindeutig bestimmt; es gilt
i—1 ;

t; = T; fur Z(grd(Pk) +1) =5 < Z(grd(Pk) + 1) und 1 £ i < L; dabei

k=1 k=1
sei L € N die Lange von E.

Beweis:
Die Menge

L
U, = {Z Qi(7)e™* | Q;ist ein reelles Polynom mit
i=1

grd(Q;) < grd(P;) fir 1 i < L} C Vy

stellt nach [5], [7] und der Definition von Vy einen N-dimensionalen Vek-
torraum dar. Nach Hilfsatz 1.2 ist {A'(ty,...,t;1)e” | 0 £ i £ N — 1}
Basis eines N-dimensionalen reellen Vektorraums Us mit U, C Uy nach Hilfs-
satz 1.1, falls fiir die ¢; die Beziehung der Behauptung gilt.

Daraus folgt U; = U; und damit der erste Teil der Behauptung.

Nach Hilfssatz 1.1 und Satz 1.1 sind auch die ¢; fir 0 £ 1 £ N eindeutig
bestimmt. Damit ist der Satz gezeigt.

Bemerkung:
Es ist also moglich, jedem Element von Vi \ Vy_; die 2N Parameter

bo, .- bn_1,t1,. . N

17



geméfs Satz 1.2 zuzuordnen; verwendet man im Beispiel 1.1 die Darstellung
durch Differenzenquotienten, so erhalt man:

E(am,z) = me™m® —me* =0 x A%1)e +1 x AY1,1+ —
m
flz) = ze” =0x A%1)e™ +1 x Al(1,1 )er*

1
Damit ist E(a,,) der Parametervektor(0,1,1,1+—) € R* m € N, und f der
m

Parametervektor (0,1,1,1) € R* zugeordnet; die Konvergenz der Folge ist
hier an den Parametern zu erkennen.

Es wird hierzu spéater benétigt:

Hilfsatz 1.3
Mit n € N seien in R die Folgen (tim)men, 1 S 7 S n+1, mit tj,, < tjiim
und lim ¢, =t; € R, 1 < j < n+1, gegeben; weiter sei entwedert < tj+1,

m—0o0
1< j<n,odert; =t, 1§j < n+ 1, erfiillt.
Dann konvergiert die Folge (A" (t1m; - - - tni1.m)€” )men auf I = [a, b] gleich-
miRig gegen A™(ty, ... tyy1)e™
Beweis: (nach [13])
Die Funktion f sei holomorph in C.
Firs; e R, 1S j<n,mits; <sj41,1Sj<n—1,oders;=s,1=j=n,
wird durch vollstandige Induktion nach n gezeigt:

(1.12) An—l(sl,...,sn)f:QLM/Kﬂz)H(z—sj)—ldz

wobei K = {2z € C| R=| 2z |} mit max |s; | < R < 0o sel.
1Sjsn

A(sy)f = f(s 21/f (z —s1) tdz .

Gilt (1.12) fiir n, dann folgt:
Fiir s; # s,41 erhélt man

A" sy, ... 80) f — A" (sg, ... 8,
A8,y Spe1)f = (51 )f (2 +1)f _

81 = Sn+1
n+1
B sn+1 ori / [f(2)(z = snp1) = f(2)(2 = 51))] Jl_[l(z — sj)*ldz =
1 n+1 B
= 9 Kf(z)jl:[l(Z—Sj) dz
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Aus (1.10) und dem Cauchyschen Integralsatz fiir Ableitungen folgt fiir
s;=s,1=j<n+1, unmittelbar

n+1

A(s,...,8)f = %M/Kf(z) H(z —s;) tdz

Damit ist ( 1.12) vollstdndig gezeigt.

Es sei nun max{ max |t |,1} < R < occ.
1<isn+1

3
Es kann 0.B.d.A. | ¢;,, |< §R fir 1 <7 < n+ 1 angenommen werden.
Fir x € I und z € C mit | z |= 2R erhdlt man:

n+1 n+1
e [T —t) 7 = [ ]z —tin) " | =
j=1 j=1
n+1 n+1 n+1
=l e | [T]G=tjm) = [TG=t) ITIU 2=t | | 2=ty )" <
j=1 j=1 J=1
< ,2R(lal+[b]) R —n—1 - J <
Se (B5)™ | Y A(Sm =8| <
j=0
R - -
< €2R(|a|+\b\)(Ra)fnfl(QRszrl Z | Sjm —S; |:= MZ | Sjm —S; | ;
j=0 J=0

dabei sind S; bzw. S;,, die elementarsymmetrischen Funktionen von ¢, 1 <
k < n+ 1. Mit den Ergebnissen von oben erhélt man fiir alle z € I

‘ An(tl, ce ,tn+1)€tx — An(th’ Ce ,ther)@tw ’ é

A

1 n
§4R7TMZ | Sj,m — Sj |

=0

Wegen lim Z | Sjm — S; | =0 folgt damit die Behauptung.
m—0o0

J=0
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1.3 Vorzeichenklassen in Vjy

Ein weiteres Hilfsmittel zur Beschreibung der Struktur von Vy, soweit dies
hier erforderlich ist, liefert die Einfiihrung von Vorzeichenklassen in Vi nach
Braess, [2].

Da, wie in Abschnitt 1.1 angekiindigt, die Existenz einer besten Approxima-
tion einmal durch Erweiterung von Vy und zum anderen durch Beschrinkung
auf geeignete Teilmengen, zum Beispiel Vi oder V, gesichert werden kann,
liegt es nahe, die Vorzeichen der Summanden in Exponentialsummen zu un-
tersuchen.

Jeder Exponentialsumme wird rekursiv ein Vorzeichenvektor zugeordnet:

Definition 1.7

= (Z a;z")e™ mit a, # 0 und s = sign(a,) hat den Vorzeichen-

vektor sig;z(E) mit n + 1 Komponenten:

sign(E) == ((—=1)"s,...,(—=1)'s, s)

1 flra>0
Dabei ist fiir a € R sign(a) := 0 fira=0
-1 fiira<0

b. Fiir Fy, Es € Vi seien die Frequenzen von FE; kleiner als die von FEs;
sign(E;) habe m; Komponenten, j =1, 2.
Dann hat Fy+ E5 den Vorzeichenvektor sign(E;+ Ey) mit m;+ms Kom-
ponenten; dabei sind die ersten m; Komponenten die von sign(F1), die
restlichen my Komponenten die von sign(E,):

sign(Ey + Ey) = (sign(Ey), sign(E>))

Beispiele hierzu:
e sign((z 4 5)e ) = (—1,1)
o sign(4e”) = (1)
o sign(—z%e*) = (—1,1,—1)
o sign((z 4+ 5)e " + 4e* — 2%e**) = (—1,1,1,—1,1, 1)
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Bemerkung:

a. Die Zahl der Komponenten des Vorzeichenvektors sign(E) ist gleich
dem Grad von E.

N
b. Fir E(z) = Zaiem mit grd(E) = N gibt die i-te Komponente von
i=1

sign(E) das Vorzeichen von a; an.

Definition 1.8
Es sei S ein Vorzeichenvektor mit N Komponenten.

a. Vy(S):={F | E € Vy,(sign(E) =5) V (man erhilt sign(E) aus S
durch Streichen von Komponenten in S) }
Vn(S) ist die Vorzeichenklasse zu S in Viy.

b. V(S) == Va(S) N V2

Bemerkung 1.3
a. V];}_:V]s(l,l,,l) :VN(l,l,,l)
Entsprechendes gilt fiir V.

b. E € Vy mit grd(E) < N gehort zu mehreren Vorzeichenklassen in Vi,
wie die Beispiele zu Definition 1.6 zeigen.
Nur die Elemente von Vy\ Viy_;1 gehoren zu genau einer Vorzeichenklas-
se, so dak damit in Viy \ Vy_; eine Einteilung in disjunkte Teilmengen
erklért ist.

Der folgende Satz stellt eine Beziehung zwischen der Zahl der Nullstellen
einer Exponentialsumme und ihrem Vorzeichenvektor her.

Satz 1.3 (Braess, [1])

Voraussetzung:

Es sei £ € Viy mit grd(E) = N 2 1 gegeben und E besitze m reelle Nullstel-
len.

Behauptung:

In S = sign(FE) gibt es mindestens m Vorzeichenwechsel, d.h. es gibt min-
destens m Komponenten S; von S mit S; # S;.1.

Beweis:
Vollstédndige Induktion nach N:

N=1: E(x) = ae"” besitzt nach Voraussetzung keine reelle Nullstelle.
Der Satz sei gezeigt fiir N-1.
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Induktiongschluf%:
E(z) = ZPi(x)et”” € Vy mit der Lénge L habe m > 0 reelle Nullstellen;
i=1

fiir m = 0 ist nichts zu zeigen.

In S liegt damit mindestens ein Vorzeichenwechsel vor, denn sonst gilt nach
Bemerkung 1.3a | E(x) |> 0 fir 2 € R im Widerspruch zu m > 0 .

Es sei also w > 0 die Zahl der Vorzeichenwechsel in S; k sei der kleinste Index
mit Sk = —Sk+1.

Fall 1:
k L
E(z) = Z a;e"’ + Z Pi(z)e"*
i=1 i=k+1
Fiir By(z) = e " E(x) gilt

k-1 L
=1 i=k+1

E; hat die gleichen Nullstellen wie E und sign(E;) = sign(FE). Beachtet
man t; < t; fiir i < k, so liegen in sign(DFE;) w — 1 Vorzeichenwechsel vor.
Nach dem Satz von Rolle besitzt DE; mindestens m — 1 reelle Nullstellen.
Wegen DE; € Vy_; erhilt man nach Induktionsannahme w —1 =2 m — 1,
also w = m.
Fall 2:

L

E(z) = Z Py(z)e"" mit grdP; 2 1

i=1

Es ist also k = 1.

El(x) = €_t1xE($) _ Pl(x) + Zpi(x)e(ti_tl)x
DE(z) = DPi(z)+ Y (DPi(x)+ (t; — 1) Pi(x))el ="

In sign(DE,) liegen w — 1 Vorzeichenwechsel vor, wie man durch Vergleich
mit F; erkennt; damit folgt wie in Fall 1: w = m.
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Fall 3:

k—1 L
E(x) =Y ae + Y P(x)e" mit grd(P) > 1
1=1 i=k
k-1 L
Ei(z) = e " E(x) :Zaie(ti_tk)x+Pk(m)+ Z Py(x)eltite)e
=1 i=k+1

k—1
DE\(z) = Y a;(t; —ty)e""™* + DPy(z) +
=1

+ ) (DPa) + Pt — )e 0"

1=k+1

Mit den gleichen Uberlegungen wie oben erhilt man auch hier w > m.

Damit ist der Satz bewiesen.
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2 Existenzsatze

2.1 Gleichmaflige Konvergenz im Innern

In diesem Kapitel sei I stets das Intervall [a,b] mit a < b.

Waéhrend bei linearer Approximation die Existenz einer Minimalldsung stets
gesichert ist, konnen Existenzsétze fiir nichtlineare Approximation nur unter
einschneidenden Voraussetzungen bewiesen werden.

Fir V C C(I) hat Rice in [15] gezeigt:
Es existiert eine beste Approximation an f € C(I) beziiglich V auf I, wenn
V den beiden folgenden Forderungen geniigt:

1. Fir u,v € V gilt: u — v besitzt in I héchstens n Nullstellen oder ver-
schwindet auf I identisch.

2. Jede punktweise konvergente Folge in V konvergiert gegen ein Element
von V.

Aus Forderung 1 folgt fiir jede auf I gleichméfig beschrankte Teilmenge von
V die Existenz einer auf I punktweise konvergenten Folge und mit Forderung
2 folgt daraus die Existenz einer besten Approximation beziiglich V ([15],
Theorem 7-2).
Dabei heiltt U C C(1I) gleichmdf$ig beschrankt auf I, wenn es ein K < oo gibt
mit

|wl;S K firueU

Vi geniigt der ersten Forderung mit n = 2N — 1 nach Satz 1.1, nicht jedoch
der zweiten:

Beispiel 2.1

Man betrachte in [0, 1] die Funktionen E(ay,, ) = e ™ 4 ¢™@=D ¢ V0 fiir
m € N:

1 :2=0
lim E(ay,,z)=< 0 :ze€(0,1)
e 1 :z=1

Will man beim Nachweis der Existenz einer Minimallosung beziiglich Vy ana-
log vorgehen, so muf man also einen anderen Konvergenzbegriff verwenden;
es wird definiert:
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Definition 2.1

Eine Folge von Funktionen aus C(I) konvergiert gleichmdaf$ig im Innern von
I gegen g € C(I), wenn sie auf jedem abgeschlossenen Teilintervall von (a, b)
gleichméfig gegen g konvergiert.

Die in Beispiel 2.1 gegebene Folge (E(apm))men konvergiert im Innern von
[0, 1] gleichméfig gegen ein Element von V5, namlich die Nullfunktion;

es zeigt sich, dals dies allgemein fiir jede gleichméfkig beschrinkte Folge in
Vy gilt und daf diese Eigenschaft die Existenz einer besten Approximation
gewahrleistet. Der Beweis wird fiir eine allgemeinere Menge von Funktionen
durchgefiihrt, die eine der Forderung 2 entsprechende Eigenschaft besitzt:

Definition 2.2

DZ"(I):= {h|h e C™(I), D"™h hat in I hochstens n — 1 Nullstellen

oder verschwindet auf I identisch }, n € N

Bemerkung 2.1
Nach Satz 1.1 und Bemerkung 1.2 gilt Vy € DZY (1) fiir N € N,

Definition 2.3
Fird > 0, h € C*(I) und n € N wird gesetzt:

0 :D"h=0aufl
Z™(h) = 0<m<n
{rel|D"h(x) =0} :D"h#0aufl
m+1
I"(h,d) = {zel|(mxd |z—z] firze{abiu| ]2 (h)},

i=0
0<m<n-1

Hilfsatz 2.1 (Werner, [20])

Es sei n € N und h € C""(I) gegeben. Mit d > 0 sei I'(h,d) nicht leer,
0<i<n.

Behauptung:

| D'R

riay S A7 Rl 0=iZn

Beweis: Vollstdndige Induktion nach i:

Man setze K_; :=d~""V || h||; fiir i € N.
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Fiir 2 = 0 ist nichts zu zeigen.

Die Behauptung sei fiir i — 1 < n gezeigt, d.h. mit ¢ = D" 'h gilt:
||9||Ii—1(h,d) S Kiy

Induktionsschluk:

In I sei Dg # 0, sonst ist nichts zu zeigen.

Mit den Punkten von Z'*(h) erhilt man in I'"*(h,d) abgeschlossene Teil-
intervalle Ji; falls Z"'(h) leer ist oder fiir # € I""'(h, d) stets D" h(z) # 0
gilt, sind die J;, die Teilintervalle, die I'~*(h,d) bilden.

Die Teilintervalle, die mit I*(h, d) einen nichtlinearen Durchschnitt besitzen,
seien 0.B.d.A. die Intevalle Jy, 1 £ k < K < oco. Nach Definition 2.3 gilt fiir
1Sk K:

a. Dg ist in J; monoton und wechselt sein Vorzeichen nicht.

b. In J; nimmt | Dg | sein Maximum in einem Randpunkt u, € Ji an,
wobei gilt: u, € Z71(h) oder uy, gehdrt zum Rand von I '(h, d).

Es sei nun x € Ji. Nach Induktionsannahme gilt | g(x) — g(ux |< K;—; und
mit dem Mittelwertsatz der Intergralrechnung erhélt man

o) — 9(u) || [ Dyt || (o — ) Dy

fiir ein tg € (ug, x) bzw. to € (z, u).
Da Dg in Ji sein Vorzeichen nicht wechselt, ergibt sich mit Punkt b:
| Dg(to) |2 | Dg(x) | und damit K; 1 = |z —wu | | Dg(x) |.

Gilt insbesondere x € I'(h,d) N Jy, dann folgt | * — ug |2 d und damit
Ki12d |‘Dg(x) B . -
Fiir # € I'(h,d) hat man also erhalten: | D'h(x) | d 'K; 1 =d " || h ||1;

dies war zu zeigen.

Eine weitere Abschétzung fiir Dh liefert Hilfssatz 2.2:

Hilfsatz 2.2 (Schmidt, [17])
Es sein € Nund h € DZ"(I) gegeben. Mit d = b — a und

K := max max{| D'h(a) |,| D'h(b) |}

1<i<n

gilt:

n—1

| Dh |1 = szj

=0
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Beweis:
Nach Definition von K gilt

n—1

| Dha) [€ K" d 2| Dh(b) |
§=0
Es ist also noch zu zeigen:
n—1
| Dh(z) |S K> & z € (a,b)
j=0
Beweisschritt 1:
Rekursiv wird definiert:
n—1
Ky = KY d
j=0
Kz‘ = (Kifl—K)dil 2§z§n
Vollstéandige Induktion nach i ergibt:
(2.1) Ki=KY & 1<i<n
=0

Fiir ¢ = 1 ist nichts zu zeigen; es gelte (2.1) fiir i < n.
Induktionsschlufs:

n—i—1

K= (K, —K)d ' =Kd') & -1)=Kd'Y =K > &
§=0 j=1 j=0

Damit ist (2.1) vollstdndig gezeigt.
Unmittelbar folgt hieraus:

(2.2) Ki2K 1<i<n

Beweisschritt 2:
Annahme: die Behauptung des Satzes ist falsch, es gibt ein z € (a,b) mit

n—1

| Dh(zo) |[> K'Y &

J=0
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Durch vollstandige Induktion nach i wird gezeigt:

D'h besitzt in (a,b) i — 1 Nullstellenz} <z}, < ... <z,
(2.3)
und es ist | D" h(at) |> K, r € {l,i— 1}, fir2<i<n+1

i =2:| Dh(a) |= Ky 2| Dh(b) | gilt nach Voraussetzung.

Wegen | Dh(zg) |> K; = K und h € C""(I) gibt es ein 22 € (a,b) mit
| Dh(z?) |> K, und D*h(2?) = 0.

Damit ist (2.3) fiir i = 2 gezeigt.

Induktionsannahme: (2.3) gilt fiir ¢ < n + 1.

Induktionsschluf: Fiir ¢ + 1 erhdlt man mit dem Satz von Rolle:

D™h hat in (2}, 2! ;) mindestens i — 2
(2.4)

Nullstellen 5™ < 25 < ... < 2!t}

Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung liefert mit der Induktionsannah-
me:
Es gibt ein x1 € (a,x]) und ein 25 € (x;_;,b) mit

Di'h(b) — D 'h(zl_,)

_ D" 'h(a}) — D" 'h(a)

D'h(x,) i —a und D'h(xy) = T
Es folgt:
i—lp (i | _ | Di-1
EE
iy | = LD || D |
N | 2iy — b

Mit Dih(z) = D'h(zi_,) = 0, | D" 'h(a) | K 2| D) |, | 26 —a |<
d>|b— 2! | | und der Induktionsannahme erhilt man:

| D'h(zy) |> (Kioy — K)d ™' = K; <| D'h(z3) |

Wie oben folgt mit (2.2): Es gibt ein 2{*! € (a,2}) und ein 2! € (z}_,,b)
mit

| D'h(zY) |> K; , D™ h(zt) =

0 und
| Dih(q:fﬂ) > K; , D”lh(xzﬂ) =0
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Mit (2.4) erhélt man insgesamt: D**'h besitzt in (a,b) (i —2) +2 = i Null-
stellen 20t < 25 < ... < 2l mit

| D'h(zh) |> Ky, r € {1,i}
Damit ist (2.3) gezeigt.

Auf 7 = n + 1 angewandt erhélt man:

D™ 1h besitzt in (a,b) n Nullstellen 27! < 25t < ... < 2" und D"™'h
verschwindet auf I nicht identisch. Dies steht im Widerspruch zu h € DZ"(I).
Damit ist die Annahme widerlegt und die Behauptung des Satzes gilt.

Nach Bemerkung 1.2 folgt aus Hilfssatz 2.2 wegen Vy € DZY(I) unmittelbar
Korollar 2.1
Fir h € Vy mit N € N gilt

N-1
| D™hll; £ Ky Y m €N
=0
wobeid =b—aund K,, = max max{| D'h(a) |,| D'h(b) |} ist.

mSiSm+N-—1

Satz 2.1 (Schmidt, [17])

Es sei n € N und I; = [a1,b;] C (a,b) mit dy = min{a; — a,b — b} > 0
gegeben, d = b — a.

Behauptung: Es gibt ein K (7, 1;) < 0o, so daf jedes h € DZ"(I) erfiillt:

| Dh |l = K(I, 1) || Dh |
Beweis:
Beweisschritt 1:
Fir h € DZ"(I) gilt | Z"(h) |£ n — 1 und aus dem Satz von Rolle folgt
| Z'(h) |S| Z"H(h) | +1 fiir 0 £ i < n. Damit erhiilt man:
(2.5) | Z7 kR IS 27N R | +hSn -1+ kfir 0 Sk <n+1
Fir k = 0 gilt ( 2.5) unmittelbar.
Fiir £ < n + 1 sei ( 2.5) gezeigt; es ergibt sich damit | Z"H~k+D(p) |<|
Z"7F(h) | 41 £ n— 1+ (k + 1) nach Induktionsannahme und ( 2.5) ist

gezeigt.
Fiir jedes h € DZ"(I) erhélt man damit

n+1 n+1 3n — 1
s=Y (n—1+k) = (n+2)(n—1)+> k=(n+2) 2
k=0 k=0
n+1
=

>z
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Beweisschritt 2:
Wegen 3 < s < oo fiir n € N existieren fur jedes h € DZ"(I) abgeschlossene

Intervalle I1(h), Io(h) mit der Lange d; = > 0, die I1(h) C (a,ay],

2(s +1)
n+1

Ir(h) C [by,b) und I;( U Z'(h) = 0 fiir j = 1,2 erfiillen.

b
( [a,b] hat die Lange b — a, a i

Es seien a(h) bzw. b(h) die Intervallmitten von I;(h) bzw. Iy(h) und es gilt
daher

ist die Intervallmitte)

n+1
|a(h)—z|>%<|b(h)—z| fir z € UZ’(h)

=0

Hilfssatz 2.1 ergibt fiir a(h), b(h):

d

| D'hfa() [l Al (5)™ 21 Dh(b(R) [, 0=i=n

dy . .
Mit K :=|| h||; max(2 ) ‘giltalsofir 1 <i<n
n

| D'h(a(h)) |= K 2| D'h(b(R)) |

Hilfssatz 2.2, angewandt auf I(h) = [a(h),b(h)], ergibt

n—1 n—1
| DR |lrmS K (b(h) —a(h)y €KY d
=0 =0
Aus I C I(h) folgt
I Dh S0 0 (2 S
h= Tizign 2n’ < «
j:
n—1
: dl
Mit K (1, 1) := max(— Zdj erhalt man die Behauptung fiir jedes h €

1<i<n

DZzZ"™(I), da K(I,I,) allein durch die Grofen d und dy und damit durch I
und I; bestimmt ist.

Speziell fiir h € Viy 1afst sich mehr aussagen:
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Satz 2.2 (Werner, [21])
Es sei n € N und I, d und dy wie in Satz 2.1. Fiir jedes j € N gibt es ein
K(j,1,1;) < oo, so dak fiir h € Vi gilt:

I Dl = K5, 1,0) || A llz

Beweis: (analog zu Satz 2.1)
Beweisschritt 1:
Wegen Satz 1.1 gilt hier fiir alle h € Viy:

n+1
sn=(N-1)(n+2)=|JZ "] neN
i=0
Beweisschritt 2:
Es sein € N.
Mit 0 < s, £ oo existieren fiir jedes h € Vi Intervalle I;(h) und I(h) mit
d
der Linge d,, = ————, so daR gilt:
2(sn +1)
n+1
I(R) C (a,a4], I(h) C [by,b) und I( U Zih) =0, j=1,2
Man erhélt wieder (Bezeichnungen wie oben):
i dn in .
| D'(a(h)) (=] Al (5) ™ 2] DA(b(R)) | i€EN,isn
Mit K; := max (%)_Z || h || fiir j € Ngilt fiir j i< N+ j— 1 mit
7 j<isN+i-12n ! = =

N +j—1=mn:|D'h(a(h)) |S K; 2| D'h(b(h)) |.
Nach Korollar 2.1 folgt fiir N +j — 1 < n:

=z

| D’k |1y < [‘_ (b(h) — a(h))]K; , also

I Dl = IThlls K(. 1, 1)

Il
o

N—
bei fiir j € Nmit N+j—1 < tzt wird: K(7,1, 1) :=
wobei fiir j mit N+j—1 < n gesetzt wir (5,1, 1) j<lg1NaJ>r<j X 2n Z

Da n € N beliebig angenommen war, gilt die Behauptung.
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Wir sind nun in der Lage, einen Satz zu beweisen, der Theorem 7-2 in [15]
entspricht:

Satz 2.3 (Schmidt, [17])

Mit n € N sei M C DZ"(I) auf I gleichméfig beschréankt.

Behauptung:

Es gibt eine Folge von Elementen aus M, die im Innern von I gleichméfig
konvergiert.

Beweis:
Es sei (I,)nen eine Intervallfolge in I mit (1,,) = [a,, b,],
b—a b—a

n = —F , by, =0
a a+n+2 +n—|—2

Nach Voraussetzung gibt es ein X' < oo mit || h ||;< K fir alle h € M.
Damit ist M auch gleichméfig stetig in I,, fiir n € N:
Denn nach Satz 2.1 gibt es ein K (I, 1,) < oo, so daf fiir h € M gilt:

| Dh ||;, < K(I,L) | h ;< K(I,I)K = K, < 00

Fir n € N und x1, 22 € I mit x1 < x5 existiert nach dem Mittelwertsatz der
Differentialrechnung ein x € (z1, z9) mit | h(zy — h(ze |=| Dh(zx) || 21 — z2 |.
Hieraus folgt fur alle h € M | h(xy — h(xe |S K, | 21 — 22 |, womit die
gleichméfige Stetigkeit von M auf I,,, n € N, nachgewiesen ist.

Nach dem Satz von Ascoli (|6], S. 127) erhdlt man:

In M existiert eine auf [; gleichméfig konvergente Folge (hy m)men-
(h1.m)men € M ist gleichméfig beschriankt auf I und gleichméfig stetig auf Is.
Damit enthélt (hy,)men eine auf I gleichméfig konvergente Folge (ha ) men-
Wegen (hom)men € M enthilt wiederum (o, )men eine Folge (hg ) men, die
auf I3 gleichméfkig konvergiert, usw.; man erhélt so fiir n € N Teilfolgen
(hnm)men € M, die auf I,,, und damit auch auf 1;, 1 < j < n, gleichméRig
konvergieren.

Wegen hyp,m € (hn,j)jen fiir m 2 n folgt (Auswahl nach dem Diagonalverfah-
ren): (Rpm)men C M konvergiert gleichméfig auf 1, fiir alle n € N.

Nach Konstruktion von (I,,),en gibt es fiir jedes abgeschlossene Intervall J C
(a,b) ein ng € N, so dak J C [, fir n =2 ny erfiillt ist; damit gilt die
Behauptung.

Wegen Viy € DZN(I) ist der Satz unmittelbar auf gleichméfig beschrinkte
Teilmengen von Vy anwendbar; es gilt sogar Korollar 2.2:
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Korollar 2.2 (Werner, [21])

Es sei N,J € N.

Ist V C Vy auf I gleichméfig beschrénkt, dann enthélt V eine Folge (h,)nen,
so daB (D?hy)pen, 0 £ 5 < J — 1, gleichméfig im Innern von I konvergiert.

Beweis: Vollstindige Induktion nach J:

Fir J =1 gilt die Behauptung nach Satz 2.3.

Die Behauptung gelte fiir J € N:

Es gebe also eine Folge (A )men in V, so da (D?hy,)men fiir 0 < 5 < J — 1
gleichméfig im Innern von I konvergiert. (I,,)nen sei die Intervallfolge von
Satz 2.3; nach Satz 2.2 gibt es fiir alle n € N ein K(J, I, [,,) < 0o mit

I D7 g N1, S K (I, 1 1) || B |11 m €N

Da V auf I gleichmifig beschrinkt ist, ist auch (D” Ry, )mey auf I, fir n € N
gleichméfig beschrankt. Damit gibt es in (A, )men eine Teilfolge (A m)mens
so dafk (D’ h1,m)men im Innern von I; gleichméfig konvergiert; (hy ) men wie-
derum enthélt eine Teilfolge (h2m)men, so dak (D‘Ihgm)meN im Innern von
15 gleichméfig konvergiert, usw.:

Fiir n > 1 gibt es also eine Folge (A m)men C (An—1,m)men, S0 dals D"(hmm)meN
im Innern von I, gleichméfig konvergiert.

Die Folge (D’ Ponm)men konvergiert also gleichméfig im Innern von I, fiir
alle n € N und damit folgt wie in Satz 2.3 fiir diese Folge die gleichméafige
Konvergenz im Innern von I.

Nach Konstruktion gilt:

(D? Ry )men konvergiert im Innern von I fiir 0 < j < J gleichmiiRig.

Damit ist der Satz bewiesen.
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2.2 Abgeschlossenheit, Existenzsatze

Mit Satz 2.3 erhalt man die Existenz einer besten Approximation fiir f €
C(I), wenn M abgeschlossen ist in Sinne der Definition 2.4 (man vergleiche
hierzu die Forderung 2):

Definition 2.4

Eine Menge V' C C(I) heift abgeschlossen, wenn gilt:

Konvergiert eine Folge von Elementen aus V auf einem abgeschlossenen In-
tervall I; C (a,b) gleichmékig gegen h, dann stimmt h auf I; mit einem
Element von V {iberein.

Satz 2.4 (Schmidt, [18])

Es sei M C DZ"(I) mit n € N abgeschlossen.

Behauptung: Jede Funktion f € C(I) besitzt eine Minimallésung beztiglich
M auf I.

Beweis:

(A )men € M sei eine Minimalfolge fiir f:

Tim | £ = 1= inf || £ =B = R
Damit gibt es fiir 6 > 0 ein m(0) € N mit
| P l2=N F A2+ (1 f = B 22| £ {7 +R + 6 fiir m 2 m(0)
(hm)men ist also auf I gleichmékig beschrankt:
| hn [|1S K, wobei

K :=max{ maz{|| hp |1 | 1Em <m() }, || f |1 +R -+ } ist.

Nach Satz 2.3 existiert in (A, )men eine Teilfolge (hy,)mes, J € N, die gleich-
méfig im Innern von I konvergiert. Da M abgeschlossen ist, konvergiert
(hm)mes auf jedem abgeschlossenen Intervall in (a,b) gleichméfig gegen ein
Element h € M. Fiir x € (a,b) gilt also:

| F@) = h(@) | = lim | @)= hn(@) | € lim | f=ho i =R, meJ
Da | f — h | auf I stetig ist, folgt hieraus
F(@) —h(@)| SR Z|f®)-h@)| und damit

I/ = hlli=maz{ |f(a) = h(a) |,
| f(b) = h(b) |, g%lﬂ@—h@H}éR

Damit ist h eine Minimallosung fiir f beziiglich M.
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Bemerkung:
Die Stetigkeit von f geht entscheidend bei der Ermittlung von || f —h || ein.

Nach dem bisher Gezeigten ist die Aufgabe, die Existenz einer Minimallosung
beziiglich Vy nachzuweisen, zuriickgefiihrt auf das Problem, die Abgeschlos-
senheit von Vy zu zeigen. Es wird entscheidend benutzt, daf die Exponenti-
alsummen Losungen linearer Differentialgleichungen sind.

Satz 2.5 (Schmidt, [17]; Werner, [21])

Essei N € N, (hy,)nen C Vi konvergiere auf I gleichméfig gegen die Funktion
h.

Behauptung: heVy

Beweis:

Die Lénge und der Grad von h,, sind fiir alle n € N hochstens gleich N; es
kann daher 0.B.d.A. angenommen werden:

mit L # 0 die Lange von h,, und grd(h,) =k < N fir n € N.

Fir L = 0 ist nichts zu zeigen. Aus der gleichméfigen Konvergenz der Folge
erhdlt man h € C(I) und wie oben (mit R = 0) die gleichméfige Beschrankt-
heit von (hy)nen:

| he |l = K < o0 neN

Nach Korollar 2.2 gibt es eine Teilfolge (hy,)nes,, J1 € N, so daf die Folgen
(D"hp)nes, 0 = 1 <k, gleichméfig im Innern von I konvergieren. Fiir jedes
abgeschlossene Intervall [y in (a,b) erhdlt man durch k-fache Anwendung des
Satzes von der gliedweisen Differentiation:

In I ist h k-fach differenzierbar
(2.6) und
(D" hy,)ne, konvergiert auf Iy gleichméfig gegen D"h fiir 0 < r < k

Es sei fir 1 £¢ < L, n € N (wie tiblich wird Zaj =0 fiir n < i gesetzt):
j=1

i—1 7

Smn = tin » Y (grd(Pin) +1) <m = (grd(Pj,) +1)

j=1 j=1
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k
Mit C,(t) = H(t — Smm), 1 € N, gilt also C,,(D)h, =0, n € N; C, ist das

m=1
zu h,, gehorige charakteristische Polynom.
Die Folgen (S, n)nen seien fiir 1 < ¢ < d beschrinkt, fir d < i < k unbe-
schrankt mit d € N U {0}; es gibt also eine (unendliche) Teilmenge J, C J;
mit

lim sp,n= s, €R ,1<7=<d, und

n—0o0

(2.7)
Im | $pyn| = o0 ,d< i<k, firneJ;

n—oo

Somit existiert ein ng € N mit s, , # 0 fiir d < ¢ < k und n = ng, n € Ja;
fir n € Jo, n = ng gilt auf I:

k d k
_ D
( H Smi, )Cn(D)hy, = (H(D — Smyn))( ( —1))h, =0
i=d+1 i=1 i=d+1 "
(Fiir n < 1 wird Haj =1 gesetzt)
j=1
Aus ( 2.6) und ( 2.7) folgt auf Iy:
k d
: -1 _(_1\k—d ok —
711520('111 St ) Cn(D)hy, = (—1) (H(D s)h=0,neJ

Da Iy C (a,b) beliebig gewéhlt war, ist h in (a,b) und wegen h € C(I) in
ganz [ identisch mit einem Element aus V; C Vy; dies war zu zeigen.

Dem Beweis zu Satz 2.5 entnimmt man unmittelbar:

Korollar 2.3 (Schmidt, [17])
Die Folge (hn)nen € Vv konvergiere auf 1 gleichméfig gegen h; fir n € N
L

gelte h,(z) = ZPiﬁn(x)eti’”z, grd(h,) = N und grd(P;,) = k; € NU{0}.
i=1

Weiterhin seien m Folgen (i, n)nen , 1 = j = m, unbeschrinkt.
Behauptung:

Es gilt h € Vy_q mit d =Y (k;, + 1)

=1

Speziell fiir Vi folgt:
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Korollar 2.4 (Schmidt, [17]; Werner, [21])
Konvergiert (hy)nen € Vol ((hn)neny C Vi) auf T gleichmiRig gegen h, dann
gilt h € V¥ (h € Vy).

Beweis:
Der Beweis wird fiir (hy)neny € Vi durchgefiihrt; im anderen Fall hat man
nur a;, 2 0 bzw. a; 2 0 durch a;; < 0 bzw. a; £ 0 zu ersetzen.

Aus der gleichméfigen Konvergenz folgt wieder die gleichméfige Beschrankt-
heit von (hy,)nen:
| hp IS K <00 ,neN
N
Mit h,(x) = Z a;ne'* erhilt man nach Voraussetzung

(5
i=1
| aipet™* ||;< K und | a;, |£ Ke """ firn € N

Nach Korollar 2.2 gibt es damit (nach N-maliger Auswahl von Teilfolgen) eine
(unendliche) Teilmenge J C N, so dak die Folgen (a;,e""*),cs, 1 £ i < N,
im Innern von I gleichmékig konvergieren. Die Folgen (t;;,)nen seien fiir
1 <5 < N —d beschrankt, fiir N —d < 7 < N unbeschrinkt; es gibt daher
ein 7' < oo mit

|tin |ST , 1Sk<N—-d,neN;

damit gilt | a;;, |= Kelld fir 1 £ j £ N —d, n € N. Es gibt daher eine
Teilfolge mit

lim i, = a; ER und

n—oo

limti]m = tjERfﬁrléjéN—d,TLGJng;
n—oo

wegen a;,, > 0 fiir n € N konvergieren also die Folgen (aij,netij’”m)ne J, im
Innern von I gleichmiRig gegen a;e"* mit a; = 0 fir 1 < j < N —d, fiir
N —d < j < N gegen die Nullfunktion (als einzigem Element von ;) nach
Korollar 2.3. Damit gilt also

h(z) = Z a;e*  fiir x € (a,b) ;

i=1
wegen h € C(I) ist dies fiir ganz I richtig und die Behauptung ist gezeigt.
Es ist damit gezeigt:
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Korollar 2.5 (Schmidt, [17])
Die Mengen Vi, V', Vy sind abgeschlossen fiir N € N.

Beweis:

Es sei V eine Menge der Behauptung.

Konvergiert (h,)neny € V' im Innern von I gleichméfig, dann konvergiert
diese Folge auf jedem abgeschlossenen Intervall in (a,b) gleichméRig gegen
ein h € V| wie oben gezeigt; damit ist V abgeschlossen.

Aus Satz 2.4 folgt somit:

Satz 2.6 (Schmidt, [17]; Werner, [21])

Essei N € Nund f C C(1).

Behauptung:

Auf T besitzt f beziiglich jeder der drei Mengen Vi, Vi, V5 eine Minimalls-
sung.

Bemerkung:
Es ist wesentlich, daf I ein reelles Intervall [a, b] ist, wie Beispiel 6.1 zeigt.

Es folgen nun Séatze, die fiir spitere Untersuchungen benotigt werden, bei
deren Beweis jedoch Satz 2.5 eingeht.

Wichtig sind Aussagen iiber den Vorzeichenvektor der Grenzfunktion einer
gleichméfig konvergenten Folge in Vy, die Verallgemeinerungen von Korol-
lar 2.4 darstellen.

Hilfsatz 2.3 (Braess, [2] Werner [21])

Es sei N € N und h(z Z a; 7€ C Vy \ Vy_1 mit S = sign(h) gegeben;

N
die Folge (hp)nen € Vu \ Viv_1 mit h,( Zai,neti*”’” konvergiere auf I

=1
gleichméfig gegen h.

Behauptung:
Es gibt ein ng € N, so da® fiir n > ng gilt: h, € Va(S).

Beweis:
Zum Beweis wird fiir h und h,, n € N, die Darstellung durch Differenzen-
quotienten (nach Satz 1.2) benutzt:
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=

-1
h(CL’) = bzAl(to, N ,to)em
0
-1
hn<m) = bi,nAi(tl,na s ati-l—l,n)em
1
(N 1)

7

=2

Il
=)

Aus AN g, ... to)e® = N 71el folgt

sign(by-1) = sign(ay-1)

Es wird nun gezeigt: Es gibt eine Teilfolge (hy,)nes, J € N mit

n—oo
Hierzu wihle man N Punkte z;, 1 < j £ N, mit 2, %9,..., 2y in I; aus der

gleichméfigen Konvergenz folgt dann

(2.9) lim h,(z;) =h(z;) , 1S j SN

n—oo

Nach Korollar 2.3 sind die Folgen (¢;,)nen, 1 <4 < N, beschrankt und nach
dem Beweis von Satz 2.5 gibt es eine Teilfolge (hy,)nes, J C N, mit

hmtm:to,nEJ,1§z§N

n—oo

Aus Hilfssatz 1.3 folgt fiir 1 £ j < Nund n € J:

(210) lim Ai(tlm, ce ,tiﬂ,nemﬂ' = Ai<t0, c. ,toetxj R 1< N

n—o0

Fir0<¢<N—1und 1= j < N wird definiert:

n Al tx; Al tr;
dj,i+1 =A (th, . ;ti—l—l,n)e 7, dj,z'+1 =A (t(], . 7t0)6 J

Ay, ... diy diy ... diy
Dp=1| =+ D=
dyy .. dyy dyi ... dyn
bo,n bo (1) h(xy)
B, = : B = : H, = : H = :
bN—l,n bn-1 hn(ZBN) h(@v)
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Es gilt also:
(2.11) D.,B,=H,,DB=H

Die (N-N)-Matrix C; ,, bzw. C; erhélt man aus D,, bzw. D, indem in D,, bzw.
D die i-te Spalte durch H,, bzw. H ersetzt wird, 1 < ¢ < N.

Die Gleichungssysteme (2.11) sind eindeutig l6sbar, da der von
{A'(to,..., 1™ | 0Zi< N —1} bzw.
{Ai(tl’n, e ,ti+17n€tx ’ 0 g 1 g N — 1}

erzeugte N-dimensionale reelle Vektorraum die Haarsche Bedingung erfiillt
(Satz 1.1 und Hilfssatz 1.2). Damit folgt:

det(D,,) # 0 #det(D) ,neN
Nach der Cramerschen Regel gilt

det(C’H_l n) det(C’iH)
M itin) e N, und by = Sl
det(D,) e det(D)

Fiir (n-n)-Matrizen mit reellen Koeffizienten ist die Abbildung A — det(A)
eine stetige Funktion der n* Koeffizienten von A; aus (2.9) und (2.10) erhélt
man daher fir 0 < i < N

det(C’Hl n) det(CZ‘+1)
lim — =
n—oo det(D),) det(D)

Somit ist (2.8) gezeigt.

b@n = firneN

,neJ

Durch vollstéandige Induktion nach N ergibt sich unter Verwendung von (1.7)
fir p;,s; € R, ¢ <4 < N, mit s; # s; fiir i # -

(2.12)
N N N-1 N
=Y e [ Gi=sm) v+ D> per [ (si—sm)]
=1 m=1,m%#i k=1 m=k+1
N =1
1
szelAZ Y1y, 80)e' = pos
i=1
- Z e H - Sm pN 1+ Zpk 1 H Sz 3m)]
m=1,m##i m=k+1



Es gelte (2.12) fir N € N.
Induktionsschluf:

N

N N N-1 N
- Z e’ H (81 - Sm) [pN—l + Zpk—l H (Sz Sm)] +
=1 m=1,m7#i k=i m=k+1
N+1 N+1
+p]\/' Z esim H (SZ — Sm) 1 =
i=1 m=1,m7#i
N N+1 N N+1
=> e ] Gi—sm) ™D per [ (si—sm)+
i=1 m=1,m7#i k=i m=k+1
N+1 N+1
+ Z e oy H (85 — sm) ' =
i=1 m=1,m7#i
N+1 N+1 N N+1
= Z e”” H (Sz - Sm)_l[pN + Zpk—l H (Sz Sm)]
i=1 m=1,m##1 k=i m=k+1
Damit ist (2.12) vollstéandig bewiesen.
Es gilt also
N N N-1 N
hn(x) = Z 6ti’nx H (tz,n - tm,n)_l[bel,n + Z bkfl,n H (ti,n - tm,n)]
i=1 m=1,m#i k=i m=k+1

Wegen lim t;, =t; flirne J, 1 =i < N, und (2.8) existiert ein ny € N, so
n—0o0
dafs fiir n = ng, n € J, erfiillt ist:

N-1 N
sign(by—1.n + Z bi—1.n H (tin —tmn) ) = sign(by-1)
k=i m=k+1

= sign(ay_1) fiir 1 i < N;

weiter gilt fiir 1 <4 < N:

N
sign( H (tin —tmn) )= (D" neN

m=1,m#i
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N N-1 N
Qi pn = Z (tz,n - tm,n)_l[bN—lm, + Z bk:—l,n H (ti,n - tm,n)]
m=1,m##i k=i m=k+1

erhilt man sign(a,,) = (—1)" sign(ay_,) fiir n = ng, n € J;

die Behauptung gilt also fiir die Teilfolge (h,)nes. Nimmt man an, dafs die
Behauptung nicht fiir die Folge (hy,)nen gilt, dann gibt es eine Teilfolge
(h)nes, € (hp)neny mit sign(h,) # S fur n € Ji. Da aber (hy,),ecs, ebenfalls
gegen h gleichméfig konvergiert, liefern die soeben durchgefithrten Uberle-
gungen die Existenz einer Teilfolge in (h,)nes,, deren Elemente den Vorzei-
chenvektor S besitzen, was im Widerspruch zu sign(h,,) # S steht.

Damit ist die Behauptung gezeigt.

Satz 2.7 (Braess, [2]; Werner, [21])
Es sei N € N und S ein Vorzeichenvektor mit N Komponenten; die Folge
(hn)nen € Va(S) konvergiere auf I gleichmiifig gegen h € Viy \ Viy_1.
Behauptung: h € Vn(S)
Beweis:
N
Es sei h,(z) = Zai,net"’"m, n € N. Nach Korollar 2.3 sind die Folgen
i=1
(tin)nen, 1 =i < N, beschrénkt und o.B.d.A. gilt grd(h,) = N fiir n € N.
Es gibt also eine Teilfolge (hy)nes mit J C N, so daf erfiillt ist:

grd(hy,) = N und (t;,)nes ist konvergent fiir 1 <i < N

Es wird nun die Folge (h,),cs betrachtet, es ist also stets n € J erfiillt.
Es gebe L verschiedene Grenzwerte der Folgen (;,,)nes:
lim ¢, = t; fiir j; < j < jiyg mit 1 =4 = L, wobei j; = 1, ji < jin
n—oo
und jp41 — 1 = N sei und weiter ¢; < t;41 gilt. (Im allgemeinen ist hierzu
fiir endlich viele Elemente der Folge die Indizierung der Summanden, wie sie
durch Definition 1.2 gegeben ist, abzuéndern.)
Ji+1—1 L
Mit h;,(z) = Z a;ne* 1 <4 < L, erhélt man h,, = th(x) und es
i=3i i=1
gibt ein ng € N mit S = (sign(hin), ..., sign(hy,)) fir n 2 ng. Der Beweis
L

L

von Satz 2.5 zeigt, dafs H(D—ti)j"“’jih = 0 und damit h(x) = Z Py(x)e'®
i=1 =1

mit grd(P;) = jir1 — ji — 1 := k; erfiillt ist.
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Mit hi(z) = Pi(x)e"® gilt h(x) Zh
Fir L =1, d.h. lim ¢;,, =t fir 1 < < N, liefert Hilfssatz 2.3 die Behaup-

n—o0

tung. Es gelte also 2 < L < N.

Es wird nun &hnlich wie in Hilfssatz 2.3 die Darstellung durch Differenzen-
quotienten verwendet:

hzm,(x) - Z bTL A] ]7, ny .. ,tji+j7n)6tx

(2.13)
ki
hl<$) = Z bi’jAj(ti, c. ,ti)em
=0
Es seien N Punkte z;, 1 < i < N, in I gegeben mit 2y < 29 < ..., < zn;
nach Voraussetzung gilt damit fir 1 £ < N
(2.14) lim h,(z;) = h(z;)
n—oo
Hiermit wird definiert:
d?m i- Am_l(t]’i,n, . ,tji+m_17n)€twj und

d],m,i = Am_l(ti,. .. ,ti)etxj
firl<m<k+1,1Zi<L,1Sj<N,necl.
Weiter sei fiir 1 ¢ < L

mn mn
div; o gy digi - digy1
Dy = : : : ,neJund D, := ' :
mn mn
dyi; - AN gt dnii - ANki11

Mit den (N-N)-Matrizen D,, = (D1y,...,Drn),n € J,und D = (Dy,...,Dy)
gilt nach (2.13)

By, o (21 By h(zy)
D, : = : = H, und D : = : =H
By, hn(xy) By, h(zy)
wobei fir 1 £¢ < L
bio bio
B, = : und B; = : ist.
ik bi
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Die (N-N)-Matrizen C;,, und C;, 1 < j < N, sind definiert wie in Hilfsatz 2.3.
Mit (2.14) und Hilfsatz 1.3 folgt wie oben aus der Cramerschen Regel

. det(Cjpjn)  det(Ch4y)
i =1 JiTJ, — JiT)
nBoo 1 B T det(D,,) det(D)

da die entsprechenden Gleichungssysteme wieder eindeutig 16sbar sind.

Nach Hilfsatz 1.3 konvergieren daher die Folgen (h;,)nes auf I gleichméfig
gegen h; fir 1 <4 < L, und Hilfsatz 2.3 ergibt sign(h;,) = sign(h;), 1 <
i < L, fiir n 2 ng, n € J, woraus sign(h) = S folgt, was zu zeigen war.

Es gilt noch allgemeiner:

Korollar 2.6 (Braess, [2]; Werner, [21])
Es seien die Voraussetzungen von Satz 2.7 mit (h,)nen € Vi (S) erfiillt.

Behauptung: h € Vn(S5)

Beweis: )
Es sei n € N; fiir jedes m € N existiert ein g,,,, € Vy mit || h, — Gmn 1S —
m

und nach Satz 2.7 gibt es ein m(n) € N mit sign(gmn) = sign(h,) fir
m = m(n).

Mit m,, = maz{n,m(n)}, n € N, erhdlt man so eine Folge (gm, n)nen In
Vy(9), die gleichmiRig auf I gegen h konvergiert; Satz 2.7 ergibt damit die
Behauptung.

Es wird noch benétigt:

Satz 2.8
L Kk
(hp)nen € Vy mit Ay, ( Z Z ay ZL‘] tin® ynd L € N
i=1 7=0
konvergiere auf I gleichméfig gegen
L ki
i=1 j=0

und es gelte
limt;, =t; e Rfir 1 <i< L

n—oo

Behauptung:

lim @, =a;; flir 0= j <k, 1=i s L

n—o0
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Beweis:

Mit k& = Z(/{:Z + 1) wihle man k Punkte z;, 1 £ ¢ < k, mit x; < ;41 in [
i=1

es gilt
L ki
Z azjxfneti’"z”‘ =hp(zy), 1Em=kneN
i=1 j=0
(2.15)
L Kk
Z Z ama:fnet"mm = h(xn,) , 1<m<k
i=1 j=0

Betrachtet man wieder die Koeffizienten a;'; bzw. a;; als die eindeutig be-
stimmten Losungen der Gleichungssysteme (2.15), dann erhélt man wegen
lim h,(z;) = h(z;), 1 < j < k, und lim ¢;, = ¢;, 1 <4 < L, aus der
n—oo n—oo

Cramerschen Regel die Behauptung des Satzes.

Einen Zusammenhang zwischen der gleichméfigen Konvergenz auf I und der
gleichméfigen Konvergenz im Innern von I gibt der folgende Satz fiir Expo-
nentialsummen an:

Satz 2.9 (Werner, [21])
Es sei N € N; konvergiert die Folge (hy,)neny € Vi gleichméfig im Innern von
I gegen h € Vy \ Vy_1, dann konvergiert (hy,),en auf I gleichméfig gegen h.

Beweis:
a; +a bl +b

, Ik
2 2
fiir j € N gibt es nach Satz 2.2 ein K (j,I;,1;) < oo mit || D?(h, — h) ||, <
K(j, I,,1) | h—hy || - Aus der gleichméfigen Konvergenz im Innern von I
folgt daher fiir j € N:

Fiir jedes abgeschlossene Intervall I; = [ay, b1] C (a,b) sei [, = |

lim || D’h,, — D’h ||,= 0
n—oo
Fir zy € (a,b) gilt daher
(2.16) lim D’h,(xo) = D?h(x) jEN

n—oo

Wegen h € Vy \ Vy_; erhdlt man mit dem Beweis von Satz 2.5, daf die
Frequenzen der Elemente von (h,),en beschriankt sind: Es gilt also

N
[[(D—tin)hn =0mit | t;, |[<T <oofirl i< Nundn €N
=1
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und es gibt daher eine Teilfolge mit lim ¢;,, =¢t, € R, n € J CN.
n—o0

Mit (2.16) ergibt der Satz von der stetigen Abhéngigkeit der Losungen eines
Anfangswertproblems gewohnlicher Differentialgleichungen die gleichméfige
Konvergenz von (h;,),e; auf I; da somit in jeder Teilfolge von (hy,),en eine auf
I gleichméfig gegen h konvergente Teilfolge existiert, gilt die Behauptung.

Bemerkung 2.2

Entscheidend fiir den Beweis von Satz 2.9 ist die Beschréanktheit der Folgen
(tin)nen; man beachte hierzu Beispiel 2.1. Setzt man dies voraus, dann wird
die Voraussetzung h € Vi \ Vy_; nicht benotigt.
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3 Eindeutigkeitssatze und Charakterisierung der
Minimallosungen

Nach dem Existenzproblem sollen nun folgende Fragen behandelt werden:
1. Sind die Minimallésungen beziiglich Viy, Vi, Vi eindeutig bestimmt?
2. Wodurch sind die Minimallésungen gekennzeichnet?

3. Unter welchen Voraussetzungen ist eine Minimallosung beziiglich V¥
oder Vy auch Minimalldsung beziiglich Viy?

Da die Existenz einer Minimallosung vorausgestzt wird, konnen die entspre-
chenden Sétze, allgemeiner als in [1] fiir die Approximation {iber kompakten,
reellenTeilmengen angegeben werden.

Um, wie in Kapitel 1 angekiindigt, die Ergebnisse von [11]| anwenden zu
konnen, werden folgende Begriffe benttigt:

Definition 3.1

Mit n € N sei A eine offene Teilmenge des n-dimensionalen Raumes R" und V
sei eine Menge von Funktionen v(a) = v(a, z) aus C(I) auf dem reellen Inter-
vall I, die von a € A abhéngen; ferner existiere fiir jedes a = (ay,...,a,) € A
und x € [ die partielle Ableitung

ov(a, )

Div(a,z) = 5
Q;

A
A

7

, 1 n

Diese Ableitungen werden als Funktionen auf I mit D;v(a),a € A, bezeichnet
und es sei Dyv(a) € C(I) fiir a € Aund 1 =i < n erfiillt.

a. Der Gradient von v(a) € V ist gegeben durch
grad(v(a)) := (Dyv(a),... Dyv(a)).

Mit r = (rqy,...,1,) € R" sei (r, grad(v(a))) € C(I) die Funktion
(r, grad(v Z riDv(a
Fir x € I gilt also grad(v(a,z)) = (Dyv(a, ), ... Dyv(a,z)) und

(r, grad(v ZT‘ZD v(a,x)
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b. Der Gradientenraum W (a) von v(a) € V ist der von den Funktionen
Dv(a),1 =i < n, erzeugte linecare Raum:

W(a) = {(r,grad(v(a))) | r € R"}

c. Verfiillt die lokale Haarsche Bedingung, wenn fiir alle a € A der lineare
Raum W (a) der Haarschen Bedingung geniigt, also:
Fiir a € A besitzt jedes Element von W (a) in I héchstens m — 1 Null-
stellen, wenn m die Dimension von W (a) ist, oder verschwindet auf I
identisch.

Bemerkung 3.1

a. Fiir die Bildung des Gradienten nach Definition 3.1a ist es also not-
wendig, dak fiir die Elemente des betrachteten Funktionensystems eine
Parametrisierung wie oben angegeben ist; wie in Satz 3.1 erfordert dies
fiir V = Vy eine Beschrankung auf geeignete Teilmengen.

b. Es sei V das Funktionensystem von Definition 3.1; ist weiterhin die
Abbildung a — Dw(a) € C(I), 1 < i < n, stetig fir alle a € A,
gibt es also fiir jedes € > 0 und @ € A ein 6 = d(a,e) > 0, so dak
|| Div(a) — Dyv(b) |1 < €firbe Amit | a—0b|< 0 erfiillt ist, dann
besitzt v(a) fir jedes a € A eine Fréchet-Ableitung (nach dem Para-
meter a); dabei ist || b || die Euklidische Norm von b € R™:

Wie in der Analysis gezeigt wird (z.B. H. Bauer, Differential- und Inte-
gralrechnung II, S. 97), folgt aus diesen Voraussetzungen fiir a,b € R",

a=(ay,...,ay), b= (b1,...,b,):
| v(a+b) —v(a) — (b, grad(v
0]

(a))) llz < Z | Div(c;(b)) — Div(a)) |1

fir || b || hinreichend klein; dabei ist

ci(b) = (a1 +b1,....ai-1 + b1, ¢ ,Gig1, ..., a,) mit ¢ € (a;,a; +b;),
1<i<n

Aus der Stetigkeit in den Parametervektoren folgt

L o(ath) — (@) — (b, gradv(a)) |
oll—0 ol
Die Abbildung b — (b, grad(v(a))) € C(I) fir b € R" ist linear
und beschriankt und stellt somit die (eindeutig bestimmte) Fréchet-
Ableitung von v(a) nach dem Parametervektor a dar.

=0
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Definition 3.2
Gegeben sei F' € C(X), X CR.

a. x € X ist ein Extremalpunkt von F in X, falls gilt:

| F(2) |=[l F llx

b. F besitzt in X eine Alternante der Lénge n mit n € N, falls F n Extre-
malpunkte x;,1 < ¢ < n, in X besitzt und mit n > 1 gilt:

Ty < 1w und sign(F(z;)) = —sign(F(241)) 1<is<n-—1

Die Punkte x;,1 < i < n, werden als Alternantenpunkte von F bezeich-
net.

c. F besitzt in X eine positive (negative) Alternante der Linge n, wenn F
in X eine Alternante der Lange n besitzt, so daf im Alternantenpunkt
x, gilt:

F(z,) >0 (F(x,) £0)

Vereinbarung:

Ab jetzt sei N € N und X stets eine kompakte, reelle Teilmenge mit der
Méchtigkeit |X| > 2N; T sei das Intervall [p,¢q] mit p = min X und ¢ =
max X.

Weiter sei f € C(1).

Zunéchst werden die Sdtze 11 und 12 aus [11] fiir kompakte Mengen formu-
liert:

Hilfsatz 3.1 ([11], Satz 11)

Essei V C C(I); fiir v € V gebe es ein N(v) € N, so daf u—wv fir jedesu € V
hochstens N(v) — 1 Nullstellen in T besitzt oder auf I identisch verschwindet.
In X gebe es N(v) + 1 Punkte z; mit 1 =7 < N(v)+1und 27 < x1... <
TN(v)+1, 50 dak

sign(f(w;) —v(x;)) = —sign(f(zi1) — v(xig1)) # 0

fir 1 £ ¢ < N(v) erfiillt ist; D :={x; |1 £ i < N(v) + 1}.
Behauptung:

: B > B

inf || f—ulx2min| f(z) - (@) |
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Beweis:
Mit
S(uy, ug, x) == (f(z) —up(x))(uz(x) — uy(z)) fir up,uy € V
gibt es fiir alle u € V' mindestens ein z, € D, so dak S(v,u,z,) < 0 erfillt
ist; denn gilt fiir ein w € V und alle x € D

sign(f(x) —v(x)) = sign(u(z) —v(z)) # 0

dann folgt im Widerspruch zu Voraussetzung, dafl v —v in J := (21, Zn()41)

mindestens N (v) Nullstellen besitzt, aber auf I nicht identisch verschwindet.

Es ist also miB S(v,u,z) < 0 fir all w € V erfiillt und Satz 1 in [11] ergibt
Te

die Behauptung.

Bemerkung:

Fiir den Beweis von Hilfssatz 3.1 wird eine Parametrisierung von V, wie sie in
Definition 3.1 angenommen war, nicht benotigt; deshalb ist dieser Hilfssatz
auf Vy mit N(v) < 2N fiir v € Viy anzuwenden und ergibt eine untere
Schranke fiir die Minimalabweichung von f beziiglich Vy.

Bemerkung 3.2

Zum Beweis von Hilfsatz 3.2 wird benétigt:

Der lineare Raum U C C(/) mit der Dimension n + 1 erfiille die Haarsche
Bedingung. Es gilt:

1. Jedes Element u € U, das auf I nicht identisch verschwindet, besitzt
in I hochstens n Nullstellen, wobei die Nullstellen im Innern von I,

an denen das Vorzeichen nicht wechselt, doppelt gezahlt werden. ([8],
Theorem 4.2)

2. Essei T ={t; | 1 £ =k} C I, k € N, eine Menge paarweise

k
verschiedener Punkte von I = [p, ¢] mit Z w(t;) £ n, wobei gelte:

1 tedpq}
w<t)—{2 ;teéi;])

Dann gibt es ein nichtnegatives Element ut € U, das auf I nicht iden-
tisch verschwindet, so daR u™ genau die k Nullstellen ¢;, 1 < i < k,
besitzt; die einzige Aussnahme besteht darin, daf, falls genau ein Ele-
ment von {p,q } in T enthalten und n gerade ist, u™ auch im anderen
Randpunkt von I verschwinden kann. (|8], Theorem 4.1)

3. Mit diesen beiden Sétzen folgt die Existenz eines Elements v € U mit
v(xz) >0 fir z € I.
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Hilfsatz 3.2 ([11], Satz 12)

Es seien V und A gegeben wie in Definition 3.1 und Bemerkung 3.1b. V
erfiille die lokale Haarsche Bedingung und v(a) € V sei eine Minimallésung
fiir f beziiglich V; es sei hier | X |[> n.

Dann gibt es in X fiir f—v(a) eine Alternante der Lange d + 1, wobei der
Gradientenraum W von v(a) die Dimension d besitzt.

Beweis:
Nach Voraussetzung ist v(b) € V Fréchet-differenzierbar in b € A. Es sei
oB.dA. || f—wv(a) ||x#0.

Fiir d = 0 ist nichts zu zeigen; es sei also d 2 1.

Nach Satz 9 in [11] besitzt F' := f — v(a) in X mindestens d + 1 Extremal-
punkte; D sei die Menge der Extremalpunkte von F in X.

Nimmt man an, daf F(z) =|| F' ||x (F(z) = — || F ||x) fiir alle x € D erfiillt
ist , dann gilt mit der besten Approximation w an F beziiglich W auf D (W
erfiillt die Haarsche Bedingung nach Voraussetzung):

IElx =1 Flp>I[F—-wlp
Hieraus folgt w(z) > 0 (w(x) < 0) fiir z € D und damit
sign(w(z)) = sign(F(x)) # 0 reD

Dies steht im Widerspruch zur Minimalitdt von v(a) nach Satz 8 in [11].
Dieser Widerspruch ergibt sich auch aus der Existenz eines Elementes u € W
mit u(x) > 0 (u(z) < 0) fir x € I nach Bemerkung 3.2. Es folgt also, daf
es in D mindestens zwei Punkte x;, x5 gibt mit x; < x5 und sign(F(z,) =

—sign(F(z3) # 0.
Die Behauptung ist damit fiir d = 1 gezeigt; es sei nun d = 2:

D ist abgeschlossen und es sei J = [dy, d3] mit d; = min D und dy = max D .

Annahme: Es gibt keine Alternante der Lange d + 1 fiir F in X.
F ist stetig in I und man kann daher J in m + 1 = 2 Teilintervalle [y;, yi11],
0 <4 < m, mit m < d so aufteilen, dak gilt:

1. Auf D N [y;, yir1] besitzt F gleiches Vorzeichen fir 0 £ i < m
2. Firx € DN y;_1,y;]) und y € DN [y;, yiva] gilt fir 1 £ 4 < me

sign(F(y)) = —sign(F(2))
3. F(y;) 20 und y; € D fir 1 < i <m
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In [y;m_1,ds] besitzt F mindestens eine Nullstelle z: F'(z) = 0.

Fall : m=d—2r — 1,7 e NU{0}.
In J wéihle man 2r Punkte p;, 1 < i < 2r, mit 2 < p; < py... < pg, und

por —z<min{| z—x | |z € DU {yn}}

Da W mit der Dimension d die Haarsche Bedingung erfiillt, folgt zunéchst,
daR es ein b € R gibt mit

(3.1) (b, grad(v(a,dy))) = sign(F(dy))

(b, grad(v(a,y;))) = 0 I1Sism
(3.2)

(b, grad(v(a,p;))) = 0 1<iZ2r

Nach Bemerkung 3.2 besitzt (b, grad(v(a))) in I genau die durch (3.2) gege-
benen d — 1 Nullstellen und wechselt in diesen das Vorzeichen, weshalb mit
(3.1) folgt:

(3.3) sign(b, grad(v(a,x))) = sign(F(x)) x €D

Fall 22 m =d —2r —2,r € NU{0}.
Wie oben gibt es ein b € R?, so daff mit den Punkten p; von oben gilt:

(3.4) (b, grad(v(a,dy))) = sign(F(dy))

(b, grad(v(a,y;))) = 0 1<i<m
(3.5)

(b, grad(v(a,p;))) = 0 1<i<2r
(3.6) (b, grad(v(a,ds))) = sign(F(dy))

Nach Bemerkung 3.2 besitzt (b, grad(v(a))) wegen (3.4) und (3.6) in J genau
die durch (3.5) gegebenen d— 2 Nullstellen und wechselt dort sein Vorzeichen.
Damit gilt auch hier (3.3).

In beiden Fillen liegt also ein Widerspruch zur Minimalitdt wie oben vor
und die Behauptung ist bewiesen.

Wir sind nun in der Lage, eine Charakterisierung fiir Minimallosungen be-
zliglich Viy anzugeben.
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Satz 3.1 (Braess, [1]. Minimallésung beziiglich V)

Es sei
L
E(z) = Z Py(x)e"* € Vy mit grd(E)=K und der Linge L
i=1
gegeben.
Behauptung:

a. Besitzt f—F in X eine Alternante der Lange N+K+1, dann ist E die
eindeutig bestimmte Minimallosung fiir f beziiglich Vy auf X.

b. Ist E Minimall6sung fiir f beziiglich Vy auf X, dann gibt es fiir f—F
eine Alternante der Liange N+L+1 in X.

Beweis:

Fiir jedes h € Vy gilt grd(h — F) £ N + K und h — E # 0 besitzt nach
Satz 1.1 hochstens N + K — 1 reelle Nullstellen. Hat also f — F in X eine
Alternante der Lange N + K + 1, dann folgt mit Hilfssatz 3.1

. _ > _
hleanN | f=hlx 2| f—FE|x

E ist also eine Minimallosung fiir f auf X beziiglich Vy.
Annahme: F; € Viy mit E; #Z E ist eine weitere Minimallésung;:

(3.7) I f=Elx=f-Flx

Der Vorzeichenvektor S von F; — F hat maximal N + K Komponenten und
damit héchstens N+ K —1 Vorzeichenwechsel. Andererseits hat (f —E)—(f—
E))=FE, — E#0in [x1,zN1k+1]) wegen (3.7) mindestens N + K Nullstel-
len, wobei x1 bzw. xn, k1 der kleinste bzw. grofte Alternantenpunkt einer
Alternante von f — E in X ist. Nach Satz 1.3 stellt dies einen Widerspruch
dar; damit ist die erste Behauptung gezeigt.

Es gilt
L N
E(z) = ZPi(:p)em + Z a;e*
i=1 i=K+1

mit a; =0, K+1 <4< N,und t; < tj0, K+1 <47 < N, t; € R fir
K+1Zi=sN.
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Ist E Minimallosung fiir f beziiglich Vy auf X, dann ist E auch Minimallésung
fiir beziiglich f der Menge

L N
V= { E®b)eVy|Ebz)=> Qix)e™ + >  be"",
i=1 i=K+1
Q; ist reelles Polynom mit grd(Q; < m; ,
s;eR,1SiS L
si,bi e Rfir K+1<i< Nunds; <s;firi<j

} )

wobei m; = grd(P;) fir 1 £4 < L ist.

Jedem Element E(b) € V ist ein Parametervektor b € R* =¥+ zugeordnet:
b: ( bl?g, ...,bl’ml,bg’o, ...... 7bL,07-HubL,mL;bk—l—l;--wa;
S1, ...’8L78K+1,.--7SN) —
L m; N
— Eba) =) byal)e™™ + ) bt eV
i=1 j=0 i=K+1

Damit geniigt V den Voraussetzungen von Hilfssatz 3.2. Der Gradientenraum
von E als Element von V hat die Dimension N+ L und es gibt daher fir f—F
in X eine Alternante der Liange N + L + 1; dies ist die zweite Behauptung
des Satzes.

Bemerkung: Minimallésung beziiglich V{

In Vi stimmen also im allgemeinen die notwendigende und hinreichende Be-
dingung fiir eine Minimallésung nicht iiberein; da fiir £ € V3 die Lénge mit
dem Grad zusammenfillt, ist in diesem Fall die Existenz einer Alternante
der Léinge N+K+1 = N+I+1 von f—F in X notwendig und hinreichend dafiir,
daft E Minimallosung fiir f auf X beziiglich Vy ist.

Zu folgendem Korollar vergleiche man Satz 16 in [11].
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Korollar 3.1 (Charakterisierung & Eindeutigkeit beziiglich V)

Es sei
L

E(a,x) = Z ;e € Vy
i=1
mit der Linge L gegeben.
Behauptung:

a. Ist E(a) auf X Minimallosung fiir f beziiglich Vy, dann ist E(a) die
eindeutig bestimmte Minimallosung fiir f beziiglich Viy und V3

b. E(a) ist genau dann beste Approximation auf X an f beziiglich Vy,
wenn f—F(a) in X eine Alternante der Lange N+L+1 besitzt.

Beweis:

Vy erfiillt die Voraussetzungen von Hilfssatz 3.2 und der Gradientenraum
von E(a) besitzt die Dimension N + L.

Ist daher E(a) eine Minimallosung fiir f auf X beziiglich Vy, dann besitzt
f— FE(a) in X eine Alternante der Lange N + L 4+ 1 und Satz 3.1a ergibt den
ersten Teil der Behauptung.

Liegt umgekehrt eine solche Alternante vor, so ist E(a) Minimallésung be-
ziiglich Vi, also insbesondere auch beziiglich V. Damit ist auch der zweite
Teil der Behauptung gezeigt.

Satz 3.2 (Braess, [1])
E(a) € Vi (E(a) € Vy) mit der Lénge L sei eine beste Approximation an f
auf X beziiglich V¥ (Vy).

Behauptung:
a. E(a) ist auch die beste Approximation an f beziiglich V; und V;, auf X.

b. E(a) ist die eindeutig bestimmte Minimallssung fiir f beziiglich V3
(Vy) auf X.

Beweis:

Zu a.: Fiir L = 0 ist nichts zu zeigen; es sei also L = 1.

Nach Voraussetzung ist F/(a) eine beste Approximation an f beziiglich V' :=
ViA\V_1, (V; \Vi_1). V erfiillt die Voraussetzungen von Hilfssatz 3.2 und der
Gradientenraum von F(a) als Element von V hat die Dimension 2L. Daher
besitzt f — E(a) eine Alternante der Lange 2L + 1 in X. Aus Korollar 3.1
folgt hiermit der erste Teil der Behauptung.

Zu b.: E(a) ist also insbesondere die eindeutig bestimmte Minimalldsung
beziiglich V" (V); E(b) € V¥ (E(b) € Vy) mit der Linge L; sei eine
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weitere Minimall6sung:

(3.8) I f=E®) [Ix=If—E() [Ix

Damit ist E(b) auch Minimalldsung fiir f beziiglich V, . Aus der Eindeutig-
keitsaussage von Korollar 3.1 folgt wegen (3.8)

L=1L1L,, E(a) = E()
Damit ist auch der zweite Teil der Behauptung gezeigt.
Bemerkung:

1. Satz 3.2 besagt fiir die Approximation durch Exponentialsummen, dafl
ein Algorithmus, der eine beste Approximation an f beziiglich Vyy ermit-
telt, zugleich fiir die Approximation beziiglich V5 und Vj zu verwen-
den ist. Hat man umgekehrt ein Verfahren zur Berechnung der besten
Approximation beziiglich V', so erhélt man damit auch die beste Ap-
proximation beziiglich V7, wobei L nach Satz 3.2 bestimmt ist.

2. Im Beweis von Satz 3.2 wird V;' \ V;_; betrachtet, da die fiir V" de-
finierte Parametermenge in R?*” nicht offen ist; Hilfssatz 3.2 ist damit
nicht auf V;" anzuwenden. Diese Tatsache wirkt sich auch bei der Cha-
rakterisierung der Minimallgsung beziiglich V¥ in Satz 3.4 aus.

Nach Korollar 3.1 und Satz 3.2 sind also die Minimallésungen fiir f beziiglich
Vy und Vi, Vi eindeutig bestimmt; es soll nun gezeigt werden, daf dies in
Vy allgemein nicht gilt*.

Hilfsatz 3.3 Es sei J=[-y,y] und V' C C(J); ferner sei v € V die eindeutig
bestimmte beste Approximation an f € C(J) beziiglich V auf J und es sei
die Funktion w mit w(z) = v(—z) fiir z € J in V enthalten. Fiir f gelte

flx) = f(=2), x € J.

Behauptung: Fiir z € J gilt v(z) = v(—x)
Beweis:
Mit z € J = —x € J erhélt man

If=vlly = max|f(z)—v(@)| = max| f(-2) —v(-2) [ =
= max | f(z) —w(@) [=[| f—wlls

Aus der Eindeutigkeit der Minimallésung folgt
v(z) =w(x)=v(-v),ze ]

und damit die Behauptung.

4. Satz 3.3
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Satz 3.3 (Nichteindeutigkeit; Braess, [1])

Es sei J=[-1,1]; ist f € C(J) streng monoton fallend auf [0,1] und gilt
flz) = f(—z) > 0 fir x € J, dann gibt es fiir f auf J mindestens zwei
Minimallosungen bzgl V5.

Beweis:

Die Existenz einer besten Approximation E € V5 fiir f auf J folgt aus Satz 2.6.
Annahme:

E ist die eindeutig bestimmte Minimallosung fiir f beziiglich V5 auf J.

Nach Hilfssatz 3.3 folgt
(3.9) E(x)=E(-x),zeJ

Es gilt £ # 0 nach Satz 3.1 und Voraussetzung.

Fall 1: E(z) = (a + bx)e™

Nach (3.9) folgt also (a + bz)e™ — (a — bx)e™™ = 0 fiir z € J. Mit Satz 1.1
erhilt man daraus E(x) = a € R.

Fall 2: E(x) = a;e"" + age’®”
Aus (3.9) folgt fir alle z € J

ar(e"” — e ") + ag (e — e ) =0

Beachtet man weiter F # 0 und ¢, # t1, so ergibt sich a; = as = a und
—ty =t = t; und damit

E(r) = a(e” + e ) oder E(z) =a €R

Aus (3.9) folgt also E(x) = a(e” + e ), a,t € R (mit t = 0 erhilt man die
konstante Funktion).
Wegen der Monotonie von f besitzt f — E in jedem Fall hochstens zwei
Nullstellen in J. Dies steht im Widerspruch zur Aussage von Satz 3.1, wonach
f — E in J eine Alternante hat, deren Lange mindestens 4 ist. Damit ist die
Annahme widerlegt.
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Zur Charakterisierung der Minimallgsung beziiglich V} beachte man die Be-
merkung von oben.

Satz 3.4 (Charakterisierung beziiglich V{;; Braess, |1])

L
Gegeben sei FE(a,z) = Zaiet"z € Vi mit der Linge L.

i=1
Behauptung:
Fiir L = N ist E(a) genau dann Minimallssung fiir f beziiglich V auf X,
wenn f — FE(a) in X eine Alternante der Linge 2N + 1 besitzt.
Gilt L < N, so ist E(a) genau dann Minimallésung fiir f beziiglich V¥ auf
X, wenn f — F(a) in X eine negative Alternante der Linge 2L + 1 besitzt.

Beweis:
Es sei F':= f — E(a).

Aus Korollar 3.1 und Satz 3.2 folgt die Behauptung fiir L = N.
Fiir L = 0 ist nichts zu zeigen. Es sei 1 £ L < N: E(a) € Vi ;.

a. (= ist Minimall6sung)

F besitze in X eine negative Alternante der Lange 2L + 1

(3.10)
mit den Alternantenpunkten z; € X, 1 i < 2L+ 1
Annahme:
Ly
E(b,z) = Z bie*™ € V& mit der Linge L,
i=1
(3.11) ist eine bessere Approximation an f:

IE x> || f = E®) llx

Damit gilt nach Satz 3.2 L; > L und

E:=E(b) - E(a) = (f - E(a)) = (f = E(b))
(3.12)

besitzt in (21, x2r41) mindestens 2L Nullstellen

Im Vorzeichenvektor S := sign(F) liegen also mindestens 2L Vorzeichen-
wechsel vor. Da aber S genau L negative Komponenten enthélt, muf gelten:
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1. sy <ty und £ < sp,
2. Fiir jedes imit 1 < ¢ < L — 1 gibt es im Spektrum von E(b) ein s(i) mit
t; < S(Z) < tit1-

Damit erhalt man

Ly L
: —s1x : (si—s1)z (ti—s1)zy
xl_1>r_noo E(z)e " = xll)r_noo(bl + ;bze ! 2%6 V8 =b, >0
und entsprechend
lim E(x)e*1® = b, >0
T—00

Da in S hochstens 2L Vorzeichenwechsel auftreten kénnen, besitzt £ # 0
genau 2L reelle Nullstellen, die nach (3.12) in (x1, zor41) liegen.

Damit gilt fiir ¢« € {1,2L+ 1} E(z;) > 0, also E(b, z;) > E(a, z;), und wegen
Annahme (3.11) f(x;) > E(a,z;) °. Dies steht jedoch im Widerspruch zu
(3.10)%; die Annahme (3.11) ist damit falsch und E(a) ist Minimallosung fiir
f beziiglich V.

b. (= negative Alternante der Linge 2L+1)
(3.13) Es sei F(a) € V¥ | Minimallésung beziiglich Vf fiir f auf X

Nach Satz 3.2a ist E(a) dann auch Minimallésung beziiglich V; und F besitzt
eine Alternante der Lénge 2L + 1 in X.
Annahme:

(3.14) F besitzt in X keine negative Alternante der Lange 2L + 1

Daraus folgt, daf jede Alternante von F in X hochstens die Lange 2L+ 1 hat,
denn in jeder Alternante mit groferer Lange ist eine negative Alternante der
Léange 2L + 1 enthalten. E(a) ist daher keine Minimallésung beziiglich V 1;
es gilt also

inf —v < || F = inf —
NSl < I F = ik 7=l

und V74, enthélt eine bessere Approximation E(b) an f auf X:

1f=E®)[x < Fllx

Es sei x1 bzw. xor 1 der kleinste bzw. grofte Alternantenpunkt einer Alter-
nante der Lange 2L + 1 von F an X.

> E(a) € VY, E(b) € Vi = E(a,z) >0 < E(b,2)
6 die Alternante von F ist eine negative Alternante
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Nach Satz 3.2 gilt grd(E(b)) = L + 1 und mit £ = E(b) — E(a) erhélt man
fir i € {1,2L + 1} wegen (3.14)

Wie oben besitzt E mindestens 2L Nullstellen in (x1, x2741) und wegen E # 0
treten in S = sign(E) mindesten 2L Vorzeichenwechsel auf. Daraus folgt, daf
die Spektren von E(a) und E(b) disjunkt sind; deshalb besteht S aus 2L + 1
Komponenten.

(3.16) In S treten also genau 2L Vorzeichenwechsel auf und

(3.17) E besitzt daher genau 2L reelle Nullstellen, die in (1, xor41) liegen

Es wird gezeigt: Aus (3.16) und (3.17) folgt E(b) € V7, \ V"
Damit fiir E(b) € Vi1 \ Vi (3.16) gilt, muR erfiillt sein:

L
(3.18) E(b,z) = (by + bpw)e™ + > byp1e”™  mit by > 0 und
1=2
S <t <8<ty <...<8; <1

oder

L-1
(319) E(b7 ZL’) = Z bies1w + (bL + bL+1x)€5L$ mit bL+1 < 0 und
=1
11 <81 <ty <8y <...<t <sp,

oder 0.B.d.A.

2 L1
(3.20) E(b,z) = Z bix'e™® + Z b; 0" mit b3 > 0 und
=0 i=2

11 <81 <ty <8y <...<851 <t

(wesentlich fiir das Folgende ist nur t; < s; < tr)

Die Vorzeichen der iibrigen Parameter sind damit, ebenso wie weiter unten,
positiv, was jedoch nicht benotigt wird.
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E(b) nach (3.18) ergibt
L

lim E(z)e™™* = lim ((by + bpx)el™ )" + Z bielsii)T

T—>00 T—00 -
1=2

L1
— Zaie(ti_mz —ar)=—a; <0
i=1

L
;ch—>Holo E(z)e™™* = xh_{go((lh + box) + Z bisielsis0T
i=2
L
— Y ety = o
i=1

Mit E(b) geméf (3.19) erhélt man entsprechend

lim F(z)e*t* = —oo und lim E(z)e ™" =a; <0
Tr—00 T—r 00

und mit E(b) nach (3.20)

lim E(z)e ™" = —a;, < 0und lim E(x)e™"" =a; <0

T—00 T—00

Dies steht im Widerspruch zu (3.15) und (3.17) und damit ist gezeigt:
E(b) & Vi1 \ Vigs.
L+1
Fir E(b,z) = Zbiem c Vy 41 gibt es genau drei Moglichkeiten, so daf
i=1
(3.16) erfiillt ist:
1. ESgllt §1 < S <ty <s3<...<8p41 <P undb1<0,b2>0.
Damit folgt aber
(3.21) lim E(x)e ™" =a; <0und lim E(z)e** =b; <0
T—r 00 Tr—00
2. ESgilttl <81 <t <...<8p1 <t <S8p4+1 mit bL>O,bL+1 < 0.
Man erhalt hier analog:

(3.22)  lim E(x)e % =by,; <0, lim E(x)e ™" = —a; <0

T—00 T—00

Wie oben liefern (3.21) und (3.22) den gewiinschten Widerspruch.

3. Esist 81 <t <s9<...<sp <ty < sy Hier enthilt S genau dann

2L Vorzeichenwechsel, wenn E(b) € V;',, erfiillt ist.
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Damit ist gezeigt:

Unter der Annahme, dafs (3.14) gilt, gibt es in V744
(3.23) eine bessere Approximation an f auf X und jede

bessere Approximation in V7, ist Element von VL++1 - VJ\J,r

Dies steht aber im Widerspruch zur Voraussetzung (3.13) und die Annahme
(3.14) ist daher falsch.
Damit ist der Satz ganz gezeigt.

Aus Satz 3.4 erhalt man unmittelbar:

Korollar 3.2 (Braess, [1])
E(a) € Vi mit dem Grad L sei Minimallosung fiir f auf X beziiglich V.
Behauptung:

a. Gilt L < N, dann ist E(a) beste Approximation an f auf X beziiglich
V.F fiirallen > L, n € N.

b. Gilt L = N, dann hat fiir n < L die beste Approximation an f auf X
beziiglich V. die Linge n.

Beweis:
Fir L < N besitzt f — E(a) in X nach Satz 3.4 eine negative Alternante der
Lange 2L + 1, woraus unmittelbar die erste Teilbehauptung folgt.

Es sei L = N; ist fiir ein i € N mit i < N E(b) € V;* mit der Linge i — 1
Minimallésung fiir f beziiglich V;*, dann ist E(b) also auch beste Approxi-
mation an f beziiglich V¥'. Wegen E(b) # E(a) steht dies im Widerspruch zu
Satz 3.2.

Korollar 3.3 (Braess’)
E(a) € Vi, sei Minimallésung fiir f auf X beziiglich V|, nicht aber be-
ziiglich V&; E(b) € Vy sei eine bessere Approximation an f.

Behauptung:
E(b) € Vi \ Vi

N-1 N
Mit E(a,z) = Z a;e" und E(b, z) = Z b gilt
i=1 i=1
51 <11 <8y <l <...<tn_1<S58pN

7 wahrscheinlich [1]
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Beweis:

Nach der Voraussetzung folgt: E(a) besitzt nach Korollar 3.2 die Léange 2N —1
und f — E(a) hat in X eine Alternante der Lange 2N — 1; jede Alternante
der Lénge 2N — 1 von f — E(a) in X ist nicht negativ und es gibt keine
Alternante groferer Lange in X fiir f — E(a).

Daraus ergibt sich wie im Beweis zu Satz 3.4 die Behauptung®.

Es wird nun eine Verallgemeinerung von Korollar 3.3 angegeben, die Aussa-
gen iiber die Vorzeichenvektoren von besten Approximationen ermoglicht®.
Es wird hierzu benotigt:

Bemerkung 3.3 (Braess, [1])

Besitzt ein Vorzeichenvektor mit k Komponenten w Vorzeichenwechsel, so gilt
|kt — k7| £ k — w, wobei k™ bzw. k= die Zahl der positiven bzw. negativen
Komponenten ist.

Beweis:
1. Fall: k- < k7
Es gilt w < 2k; unter Beachtung von k% 4+ k= = k folgt damit

kT —k | =kt —k =kT+k -2k <k—w

2. Fall: k= > k*
Es gilt entsprechend w < 25" und daher wie oben

kT —k | =k — kT =k + k" —2%k" Sk —w

Satz 3.5 (Braess, [1])
E(a) € Vy mit S; = sign(E(a)) und grd(E(a)) = N sei Minimallosung fiir
f beziiglich V) auf X. E(b) € Vy; mit grd(E (b)) = M und Sy = sign(E(b))

sei eine bessere Approximation an f.

Behauptung:

Sy enthélt mindestens ebensoviele positive und negative Komponenten wie
Sl.

Beweis:

Da E(b) besser als E(a) approximiert, gilt M > N und F := E(b) — E(a) #
0 besitzt mindestens 2N reelle Nullstellen (man vergleiche hierzu (3.12) ).
Daher besitzt S = sign(F) mindestens 2N Vorzeichenwechsel.

8 5. Feststellung (3.23) im Beweis zu Satz 3.4
9s. Satz 3.5
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Die Zahl der positiven (negativen) Komponenten in S bzw. Sy bzw. S sei
gegeben durch p; (ny) bzw. py (ng) p (n). Es gilt also

(3.24) p=ni+ps und n=ns+p;
Mit grd(E) = M + N erhdlt man nach Bemerkung 3.3

(3.25) lp—n|SEM+N-2N=M—-N

Falll: p—n=|p—n|
Mit (3.25) gilt also

(3.26) N-MSn+p—n—p <M-N

Aus der ersten Ungleichung ergibt sich

prp—no+pr—pr =2 N=—M—-n+p=N—-M-—n;—p+2p
2pp =M =2 —M +2p
D2 i D1

Entsprechend ergibt die zweite Ungleichung in (3.26)

2n1—N é M—N—pg—n2+2n2:—N+2n2
n = ng
Fall2:p—n=—|p—n/|

Auch hier gilt (3.26) wegen p —n <| p —n |; es folgt also
p2=p1 und ny S

Damit ist die Behauptung gezeigt.

Bemerkungen:

1. Es sei darauf hingewiesen, dafs fiir V}y die Satz 3.4, Korollar 3.2 und Ko-
rollar 3.3 entsprechenden Aussagen gelten; die Beweise verlaufen ana-
log, man hat nur die Vorzeichen zu vertauschen.

2. Fiir Fragestellungen, wie sie zum Beispiel in der Physik oder Chemie
auftreten (Behandlung von Abklingvorgingen, radioaktiver Zerfall),
sind besonders die Ergebnisse wichtig, die die Approximation beziig-
lich V¥ betreffen, da hier die linearen Koeffizienten a; meist Massen
darstellen und damit im allgemeinen nicht negativ sein sollen.
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4 Lokale Minima

Es sei hier wieder I C R ein kompaktes Intervall und f € C(I); weiter gelte
N eN.

Definition 4.1
Eine Funktion Ey € Viy (Ey € Vy) heift ein lokales Minimum fiir f in Vi
(Vy), wenn es eine Umgebung U von Ej gibt, so daf fiir alle £ € U erfiillt

1st:
| f=Eollr S| f—FE |

Es wird gezeigt, daft im allgemeinen bei der Approximation von f durch Ex-
ponentialsummen mit der Existenz lokaler Minima nach Definition 4.1 zu
rechnen ist; dies ist von grofer Bedeutung fiir die Konstruktion einer Mini-
mallosung durch Iterationsverfahren.

Einfache Verhéltnisse liegen in Vy vor:

Satz 4.1 (Werner, [21])
Jedes lokale Minimum fiir f in Vy ist die beste Approximation an f beziiglich
Vy auf L.

Beweis:
N

Es sei E(a,x) = Zaiem € VY mit grd(E(a)) = K ein lokales Minimum
i=1

fiir f. W&hlt man € > 0 hinreichend klein, dann ist E(a) nach Voraussetzung

beste Approximation an f auf I beziiglich

N
Vi:{zbiewevﬁ\ |a;—bi| < e>|s;—t; |furl £ K,
i=1
|bl|< € >|Sz|fu1"K<Z§N}

V erfiillt die Voraussetzungen von Hilfssatz 3.2 und der Gradientenraum von
E(a) als Element von V hat die Dimension N + K. Damit besitzt f — E(a)
in I eine Alternante der Lange N + K + 1 und nach Korollar 3.1 ist E(a) die
(eindeutig bestimmte) beste Approximation an f beziiglich V.

Aus Satz 4.1 folgt mit Korollar 3.1 unmittelbar

Korollar 4.1
Ist E(a) € Vy ein lokales Minimum fiir f in Vi, dann ist F(a) die beste
Approximation fiir f beziiglich Vi
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Damit ist gezeigt, dafs lokale Minima fiir f in Vy, die nicht zugleich Minimal-
16sungen sind, nur in Vy \ V enthalten sein konnen.

Hilfsatz 4.1 (Braess, [2]
Es sei F(a) mit grd(E(a)) = K auf I Minimallésung fiir f beziiglich Vyy_,,
nicht aber beziiglich V. Die Menge

{tiltieR, K+1ZiSN ,t; <t}

sei so gegeben, daf sie mit dem Spektrum von F(a) kein Element gemeinsam
hat.

Behauptung:

In jeder Umgebung von E(a) in Vi gibt es ein E(b) € VK und es gibt ein

a; ER, K+1=<4 < N, sodab fir E(a,z) := Z a;el" gilt:
i=K+1

I f=Ea) > | f—E@) |I;

Beweis: (Man vergleiche hierzu den Beweis von Satz 8 und 9 in [11] und
Satz 2.10 in [24].)
Man betrachte die Menge

V:={E(d) € Vy | E(dz)= Zdes“’”, (di,...,dn,51,..., s5) € RNTE

Die Elemente von V werden mit v(p) bezeichnet, wobei der Parametervektor
p € RY™E dem Element v(p) € V zugeordnet ist durch

p=(di,...,dy,s1,...,55) € RNE & v(p, z) Zde”—l—Zde”GV

i=K+1
E(a) ist ein Element von V und der dazugehorige Parametervektor sei wieder
mit a bezeichnet: F(a) =v(a) € V.

Der Gradientenraum W von v(a) hat die Dimension N + K; nach Hilfssatz 3.2
ist daher v(a) nicht Minimallosung fiir f beziiglich V, da F' = f — v(a) in
diesem Fall, im Widerspruch zur Voraussetzung iiber E(a), eine Alternante
der Lange N + K + 1 hatte.
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Die Punkte z; € I, 1 £ i < N+ K, seien Alternantenpunkte einer Alternante
der Lange N+ K von F in I, die nach Voraussetzung existiert; D sei die Menge
der Extremalpunkte von F in I:

D=Avell [Flx)[=|FI:}

Aus F € C(I) folgt die Existenz von N + K — 1 Nullstellen z; < 2 < ... <
znir—1 von Fin I, so dak F auf D N[z, 2] fir 0 £ < N+ K — 1 das
Vorzeichen nicht wechselt; dabei sei zg = q1, 2y x = g2 mit I = [q1, ¢2).

Da W die Haarsche Bedingung erfiillt, gibt es mit d; = min D (D ist kom-
pakt) ein b € RN 5o dak gilt:

(b, grad(v(a,dy))) = sign(F(dy))
(b, grad(v(a, z))) = 0 ISisN+K-1

Nach Bemerkung 3.2 hat (b,grad(v(a))) in I genau die N + K — 1 Nullstellen
2,1 £ < N+ K — 1, und wechselt dort sein Vorzeichen. Daraus folgt wie
im Hilfsatz 3.2:

(4.1) min( F(x) x (b, grad(v(a,z))) ) >0

zeD

Es wird nun benutzt, daf v(a) Fréchet-differenzierbar ist:
lv(a+7) =wv(a) = (r,grad(v(a))) |r = o[l r )

wobei 7 € RV und || r || die Euklidische Norm von r ist.

Da D kompakt ist, gibt es eine offene Umgebung U von D inl, so daft wegen
(4.1) fiir ein ¢ > 0, ¢ € R, gilt:

F(z)(b, grad(v(a,z))) = 2¢ >0 zrelU
Firz e U folgt mit t e R, ¢t > 0

F(x)(v(a+tb,x) — wv(a,x)=

= F(x)t(b,grad(v(a,x))) +
+F(x)v(a+tb,z) —v(a,z) — (tb, grad(v(a,x)))) =
2ct— || F |1 v(a + tb) — v(a) — (tb, grad(v(a))) |1

1\

Daher gibt es ein T} > 0, so daf fiir ¢ € (0,7}] fiir alle x € U gilt:

F(z)(v(a+th,z) —v(a,x)) = ct
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Die Menge I \ U ist abgeschlossen in I und fiir z € I\ U gilt
| Fx) | < F s

daraus folgt h:=|| F' ||; — || F ||nov > 0 .
Die Dreiecksungleichung ergibt fiir t € R

[v(a+tb) —v(a) [[r = | (b, grad(v)a))) [Ir +
+ || v(a + tb) — v(a) — (tb, grad(v(a))) |1 ;

daher gibt es ein Ty > 0, so dak fiir t € (0, T3] gilt:
[ v(a+tb) —v(a) [ = 2t | (b, grad(v(a))) |I;
Fir T € R gelte

c h
4| (b, grad(v(a))) 1774 || (b, grad(v(a))) |Ir

Fir x € U erhalt man also

0<T < mzn{ Tl,Tz,

}

| f(z) — v(a+Thx)l|* =
= | f(z) —v(a,2) |* — 2F(z)(v(a + Th,z) — v(a,z)) +
+ | v(a,z) —v(a+Thz) |* <

< | F 7 —2¢T +4T7 || (b, grad(v(a)) 7 =
< || F |3 —2cT +cT <
< [ f=w(a) |7

Fir x € I'\ U gilt die Abschétzung

| f(z) v(ia+Tb,x) | £

< | Fx) |+ |v(e,z) —v(a+Tbx) | =

S N F = Flle+ I F llng + 1l v(@) = o(a+Th) [ <
< Pl —ht 20 | (b grad(o(@) s | F s —h+ b <
< 7o) s

Da T > 0 beliebig klein gewéhlt werden kann, ist die Behauptung nach
Definition von V gezeigt.
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Satz 4.2 (Braess, [2])
K
E(a,z) = Zaietix mit dem Grad K und S(a) = sign(E(a)) sei Minimal-

i=1
16sung fiir f beziiglich Vy_,, nicht aber beziiglich Viy. In I habe f — E(a)
eine positive (negative) Alternante der Lange N + K, deren Alternanten-
punkte mit z;, 1 < i < N 4+ K, bezeichnet werden. S = (S1,...,Sy) sei ein
Vorzeichenvektor mit N Komponenten, so dafs erfiillt ist:

1. Durch Streichen von N — K Komponenten S;,, 1 £k < N — K, in S
erhdlt man S(a) und es gilt ix_1 < .

2. Siy_x=~+1 (Siy_=—1) und sign(S;,_,)=—sign(5;,),1 < k < N-K.

Behauptung:
Vi (S) enthélt eine bessere Approximation als E(a).
Beweis:

(4.2) DieMenge T ={s; | K+1=i< N,s; <s;firi <j} CR
sei so gegeben, daft T und das Spektrum von E(a) disjunkt sind.

Ordnet man die Frequenzen von E(a) und die Elemente von T der Grofse
nach, so erhdlt man eine aufsteigende Kette s; < s;, < s3 < ... <8y ;
fiir die Elemente von T gelte hierbei

(4.3) s;, =Skik, 1=k N-K

Nach Hilfssatz 4.1 gibt es in Vy eine bessere Approximation
N K

E(c,x) = E(b,z) + Z c;e®™ mit E(b,x) = Zbies”, so dak gilt:

i=K+1 i=1
1. sign(E(a)) = sign(E(b))

(4.4) 2. |si—t;| <|si—t]| firallet € T und fiir alleimit 1 <i < K

Dies ergibt sich aus der Konstruktion der besseren Approximation E(c) nach
Hilfssatz 4.1. Nach einem mehrfach benutzten Schluf besitzt F := E(c) —
E(a) # 0in (21, 2Nk ) mindestens N+ K —1 Nullstellen und S(E) = sign(E)
hat nach Satz 1.3 daher mindestens N + K — 1 Vorzeichenwechsel;

(4.5) S(E) besteht also aus genau N + K Komponenten, die abwechselnd

positiv und negativ sind.
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Nach Satz 1.1 hat E genau N 4+ K — 1 reelle Nullstellen. Ist die Alternante
der Voraussetzung positiv (negativ), so gilt

E(znik) >0 ( E(zn+x) <0)

Man beachte hierbei, daf nach Voraussetzung alle Alternanten von f — E(a)
in I mit der Lange N + K positiv (negativ) sind, falls eine Alternante dieser
Lénge positiv (negativ) ist.

Aus (4.5) folgt weiter ¢; # 0 fir K +1 <47 < N.

Wie im ersten Teil des Beweises zu Satz 3.4 erhilt man damit

fir sy > tg:  sign(en) = +1  (sign(ey) = —1)

i <t sign(bg) = +1 (sign(bx) = —1) falls sg >t gilt

SN = b sign(agx) = —1 (sign(ax) = +1) falls s < tx gilt.
(

Die (N+K)-te Komponente von S(E) ist damit positiv (negativ).

In (s;,8:41) liegt fir K +1 < i £ N — 1 stets eine gerade Anzahl von
Elementen aus dem Spektrum von E(a)+E(b); dies folgt aus (4.4). Mit (4.5)
erhalt man also fir K +1 <7 < N:

sign(c;) = —sign(ci1) und  sign(cy) = +1 ( sign(cy) = —1 ).

Damit ist die Behauptung gezeigt, denn E(c) € Vn(S) ist eine bessere Ap-
proximation an f und wegen (4.3) erfiillt S = sign(E(c)) die Voraussetzung
des Satzes.

Bemerkung 4.1 (Braess, [2])

Fir K = N — 1 lafst sich die Zahl der verschiedenen Vorzeichenvektoren S,
die man nach der in Satz 4.2 verwandten Konstruktion erhalten kann, genau
bestimmen:

Es liege eine positive Alternante von f — F(a) vor und S(a) habe genau k™~
negative Komponenten; die entsprechenden Frequenzen von F(a) teilen R in
k™ + 1 Intervalle. Die Menge T besteht hier nur aus dem Element sy und
die Wahl von sy bestimmt, wie oben gezeigt, den Vorzeichenvektor S der
besseren Approximation E(c). Daher gibt es also k= + 1 verschiedene Vor-
zeichenklassen, die bessere Approximationen enthalten.

Ist die betrachtete Alternante negativ, so ergeben sich analog k™ + 1 Vorzei-
chenklassen, wenn S(a) genau k™ positive Komponeten enthélt.
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Satz 4.3 (Braess, [2])

E(a) € Vy_, mit grd(E(a)) = K # 0 und dem Vorzeichenvektor S(a) =
(S1,...,SkK) sei die Minimall6sung beziiglich Vi _; fiir f auf L.

Erfiillt jede Minimallésung E fiir f beziiglich Viy die Beziehung F ¢ Vy_1 U
Vi UVy, dann gibt es in Vy mindestens zwei lokale Minima fiir f.

Beweis:

Es sei wieder F' = f—FE(a). Nach Voraussetzung besitzt F in I eine Alternante
der Liange N + K und falls diese positiv (negativ) ist, sind alle Alternanten
von F in I mit dieser Lénge positiv (negativ).

In Viy werden zwei verschiedene Vorzeichenklassen angegeben, die bessere
Approximationen als E(a) enthalten:

Fall: K <N -1
Es sei s = 41, falls F in I eine positive Alternante der Léinge N + K besitzt,
und s = —1, falls diese negativ ist. Die N — K Komponenten von

(=DM ts o (=1D)'s, (—1)%)

lassen sich auf mindestens zwei Arten in S(a) einfiigen, so daf man die ver-
schiedenen Vorzeichenvektoren

( Sy, (—1)NE-1s )
()N K s, (N2 8, )

erhalt

Fall 2. K =N —1

F habe in I eine positive Alternante der Lange N + K. Hieraus folgt F(a) ¢
Vi ,: Denn mit E(a) € Vi, erhilt man durch Einfiigen von s = +1 in S(a)
stets einen Vorzeichenvektor mit N positiven Komponenten, so dal nach
Satz 4.2 in V¥ \ Viy_; eine bessere Approximation als E(a) enthalten ist; da f
beziiglich Vi eine beste Approximation auf I besitzt und diese nach Satz 3.2
Element von Vi \ Vy_; und auch beste Approximation beziiglich Vi ist,
erhédlt man einen Widerspruch zur Voraussetzung.

Es gibt also eini € {1,..., N — 1} mit S; = —1.

Durch Einfiigen von s = +1 in S(a) erhélt man die Vorzeichenvektoren

( Sla .- 'aSi—la _1aSi+1a s 7SN—1a+1 )
( Sl,...,SZ‘_l,—f-]_,—]_,...7SN_1 )

Hat F eine negative Alternante der Liange N + K in I, so erhélt man analog
E(a) ¢ Vy_;;esgibt alsoeini € {1,..., N —1} mit S; = +1 und man erhélt
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durch Einfiigen von s = —1 entsprechend die Vorzeichenvektoren

( Sl, .. .,Si,1,+1,Si+1, .. .,SNfl, —1 )
( Sla'"aSi—la_1a+17"'7SN—l )

Es gibt somit fiir K = N —1 und K < N — 1 nach Satz 4.2 mindestens zwei
verschiedene Vorzeichenklassen in Vi, die bessere Approximationen an f als
E(a) enthalten.

Nun wird gezeigt, dall es beziiglich jeder der soeben konstruierten Vorzei-
chenklassen eine beste Approximation an f gibt:
Es sei also V' := Vy(95) so gegeben, daf V eine bessere Approximation an
f enthélt als E(a); nach Voraussetzung hat diese den Grad N. Die Folge
(hm)men sei eine Minimalfolge in V; es gilt also

Jim £ = = 0t | £ =0 s

und es kann 0.B.d.A. grd(h,,) = N fiir m € N angenommen werden.

Nach Satz 2.3 gibt es eine Teilfolge (A, )men, die auf jedem abgeschlossenen
Teilintervall von I gleichméfig konvergiert und die Grenzfunktion ist ein Ele-
ment von V nach Korollar 2.5; daraus folgt mit f € C(I) wie im Beweis
zu Satz 2.4 die Existenz einer besten Approximation h beziiglich V. Nach
Voraussetzung gilt || f — E(a) |[>] f — h ||; und mit

O<e=|[f—=Ela)lr=1f=hl:

gilt fiir 7y € Viy mit || h— hy ||;< e

1 =tlr = =hlls+ T h=hllr < || f = E(a) [z

Es gibt es also eine Umgebung U von h in Vy mit U C Vy(S) \ Viy_1, so dak
gilt'?:
N f=hillr 2| f=Phl: hieU

Dies war zu zeigen.

19 Korrektur von [26]: dort wird an dieser Stelle auf ein (in [26] nicht existierendes)
“Korrollar 2.7 Bezug genommen.
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Teil 11

Numerische Verfahren

5 Konstruktion von Naherungen

Es sei I das Intervall [a,b] € R und f € C(I); N € N.

Es werden nun Verfahren zur Konstruktion von Néherungen beschrieben;
das entscheidende Problem hierbei ist die Behandlung eines nichtlinearen
Gleichungssystems.

5.1 Naherungen nach Meinardus

Gegeben sei eine Punktmenge X = {x; | 0 < ¢ < 2N — 1} C [; gesucht ist
eine Funktion

N
E(x) = Zaiet"xe‘/]?, mit
i=1
(5.1) Ble) = f(z) 0<i<2N-1

Nach [13| wird eine zumindest formale Losung dieses Interpolationsproblems
angegeben; hierzu wird X als dquidistante Punktmenge angenommen:

i=a+ih  0<i<2N—1,h>0.
Setzt man fir 1 < j < N

R Ltia . tih
Aj = a;"  E;:=e

fi = f(z;) fir0=j<2N -1,

so erhdlt man aus (5.1)
N

(5.2) Y AE = 0<i<2N -1
j=1

Zur Losung dieses nichtlinearen Gleichungssystems mit den 2N Unbekannten
A; und E; wird ein Verfahren angewandt, das auf Srinvasa Ramanujan, [14],
zuriickgeht:
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Die rationale Funktion

Aj
Re) =2 q= Bz
7j=1
besitzt fir v € U, U = {x € R | max | E;x |< 1}, die Darstellung '!
1<
N 00 0 N
Rla)=3 43 Ba'=) o'} AF
=1 =0 =0 j=1

N
Mit f; = ZAJE; fir ¢ 2 2N erhélt man unter Beachtung von (5.2) fiir
=1

zeU:

R(z) = Z T f;
i=0

P
R léfst sich weiter schreiben in der Form R(x) = QEIS mit
x
N-1 N N
(5.3) P(z) = Zpixi = ZA]- H (1 - Ex) und
i=0 J=1  i=l,i#j
N N
(5.4) Qz) = Zqixz = H(l — E;x)
i=0 i=1
Es gilt somit fiir x € U:
N—-1 N 00 0
D_pat=Q_ax)Q_ 2 f) =3 " ) aifi
i=0 i=0 =0 =0  k+j=i
k20
0=j=N
und Koeffizientenvergleich ergibt
Z%‘fl’—j:pi 0Si<SN-1
=0
N
=0

1 o0
' wegen: = E "
11—z
n=0
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Aus (5.4) folgt go = 1 und man erhélt so ein lineares Gleichungssystem mit
den 2N Unbekannten ¢;, 1 < ¢ < N,und p;, 0S¢ S N — 1:

po = Jfo
(5.5) Ziji—j —-pi = —/fi 1sisN-1
j=1
N
(5.6) Y ufiy = -fi NSis2N-1
j=1

Die in (5.5) auftretende Dreiecksmatrix mit N-1 Zeilen und Spalten sei mit
L1 bezeichnet; die (N-N)-Matrix Fy des Systems (5.6) ist eine Hankelsche
Matrix:

fo 0 0 0 0
Ji fo 0 0 0
fa N1 fo 0 0
LN_I - . . . . . 0
fv—s fv—a .. ... fo O
In—2 fn-s fyn-a fnos - fo
It v oo o
O
f2N72 f2N73 fN*l

5.1.1 Der Algorithmus

Zur Losung von (5.2) und damit des Ausgangsproblems geht man vor wie
folgt:

1. Ermittlung der Frequenzen

Zuerst bestimmt man eine Losung ¢ des linearen Gleichungssystems (5.6):

fN q1

fN 1 q2

Fyxqg=— ,+ mit ¢ = .
f2N—1 Y

Existiert eine Losung q, so werden die Nullstellen des Polynoms Q(z) =
N

Z Qixi mit go = 1 ermittelt.
i=0
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Besitzt Q die N Nullstellen z;, 1 < ¢ £ N, so sind diese wegen ¢y = 1 von
Null verschieden und nach (5.4) sei 0.B.d.A.

(5.7) Ei=z" 1<i<N

Besitzt Q nur einfache, reelle Nullstellen und ist weiter z; >0 fir 1 < < N
erfiillt, so erhélt man die reellen Frequenzen

tz‘ :h_llnEi: —h_lani s 1 éléN

2. Die Koeffizienten A; und a;

Die Koeffizienten p;, 1 =i < N — 1, erhdlt man aus Gleichungssystem (5.5):

q1 i D1

q2 fo D2

LN_l X . + . - .
gN-1 fn-a PN-1

Mit po = fo ergeben sich nunmehr aus (5.3) und (5.7) durch Koeffizienten-
vergleich die Grofen A;, 1 < i@ £ N; es geniigt dazu, dalt Q genau N reelle
Nullstellen besitzt und so E;, 1 £ i < N, nach (5.7) bestimmt ist.

Fiir den Fall, daft Q nur einfache, reelle Nullstellen besitzt, kann man nach
Satz 5.1 A; explizit angeben.

Sind N Frequenzen ¢t; € R, 1 < ¢ < N, ermittelt, so gilt
Gi:AieitiQER,1§Z’§N

Bemerkungen:

1. Sind die Frequenzen t;, 1 < ¢ £ N bekannt, dann konnen die Koef-
fizienten a;, 1 £ ¢ < N auch durch Losung des (nunmehr linearen)
Gleichungssystems (5.1) bestimmt werden.

2. Ein nichtlineares Gleichungssystem wie (5.2) erhdlt man, wenn man an
Stelle des Interpolationsproblems (5.1) ein Approximationsproblem auf
einer Punktmenge

zu l6sen versucht; man vergleiche hierzu Abschnitt 5.2.
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3. Kelly beschreibt in [9] zur Losung von (5.1) ein Verfahren von Prony
("Prony’s method"):
Es wird benutzt, daf die f;, 0 < i < 2N — 1, falls f; = E(x;) mit
E € Vy erfiillt ist, einer Differenzengleichung N-ter Ordnung geniigen.
Die Bestimmung der Koeffizienten dieser Differenzengleichung fiihrt auf
das Gleichungssystem (5.6) und die Frequenzen ergeben sich wie oben
beschrieben.

5.1.2 Zur Theorie des Verfahrens

Die Bezeichnungen von oben werden beibehalten.
Formeln zur direkten Bestimmung der A; gibt Satz 5.1 an:

Satz 5.1
Q besitze die N einfachen, reellen Nullstellen £ 1'1 <5 £ N; Ejist fiir
1 <5 < N wegen gy = 1 definiert.

Behauptung:
N—1 ‘
ijE{I o
Ap=——"7-—— I1SkSN
[T -
7j=1
Jj#k
Beweis:

Wegen Ej_1 # 0 fiir 1 £ j < N erhélt man aus (5.3) fir 1 £ k< N:

N-1 ' N N
D_nk’ =) Allo-5 AkH 1——
§=0 i=1 i=1

J#k

i

N—-1 N
A=Y piE; HEkEk— ZpJEN”HEk—Ej)*l
=0 1
’ J#k g#k
Damit ist die Behauptung gezeigt.

Es folgen nun Aussagen zur Existenz von Losungen fiir das Gleichungssystem
(5.6) und deren Eindeutigkeit.
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Hilfsatz 5.1 .
Es sei n € N; besitzt das Polynom Z cix' eine Nullstelle z # 0, dann ist 2!
i=0
eine Nullstelle des Polynoms Z Cpit
i=0
Beweis:
Nach Voraussetzung gilt

—1 nz
ZEan Ecnz =

Wegen 2" # 0 folgt daraus die Behauptung.

Satz 5.2

Es gelte f; = E(x;) = Zajetm fir 0 £ ¢ < 2N — 1 mit grd(E) =n < N,
j=1

A; und FE; sind fiir 1 < i < n definiert wie oben. Es sei z; € R mit z; # 0

fiir n +1 < i < N beliebig gewahlt. Die Koeffizienten ¢;, 0 < ¢ < N, seien

gegeben durch

N n N
Z g’ = H(l — Ex) H (1 —zx)
i=0 i=1 i=n+1
Behauptung:
0 In
(5.8) msalt Ey| 2 | oo und
an Jan—1

fiir n = N bilden die Koeffizienten ¢;, 1 < i < N die eindeutig bestimmte
Losung von (5.8).
Beweis:
N
Das Polynom Z ¢;x° besitzt nach Voraussetzung die n Nullstellen E- 11<
i=0
(E;! ist wegen FE; = e'" stets definiert). Nach Hilfssatz 5.1 gilt fiir

O—ZQN zEk ZQlEN l+q0Ek ;
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wegen qo = 1 folgt fir 1 £ k < n:

N
> uB =B
i=1

Fir 1 £ j £ N gilt hiermit

N N n n N
Z fN—i—j—l—iQi = Z(Z AkE;iV+j_1_i)C]i = Z(Z qz'E;iV_i)Ak;Ei_l =
i=1 i=1 k=1 k=1 i=1

= Y AETN(-EY) = faijos

k=1

damit ist (5.8) gezeigt.

U1
N N vy
Es sei nun n = N; es gilt also Zqixz = H(l — E;z) und es sei
=0 i=1
UN

eine zweite Losung von (5.8); fiir 1 < 7 £ N folgt also

N

N N
(5.9) > Inwicrevi = Y AET O wEY ) = = fajo
=1 k=1

=1

Die (N-N)-Matrix dieses Gleichungssystems besteht aus den Elementen AkE,]:l,
1<k,j<N.Wegen E c VJ\ Vy_; gilt

(5.10) Ay 20, 1<k<SN, und0< Ey < By, LSKSN—1.

Somit erhalt man

AVEY AEY ... ANEY,
AEY AEY ... AnEy,
det . ) ) . =
AENTY AEYTY L AyENT
1 U |
N E, E, ... Ey
= (H A;) det : : : . # 0,
=1 EA}_l E]\.[_l ‘ E]\.[_l
1 2 N
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da eine Vandermondesche Determinante vorliegt und die Ungleichungen (5.10)
bestehen. Das Gleichungssystem (5.9) ist also eindeutig 16sbar und es gilt da-

her fir 1< kS N
N

> uB T =—E),

=1

By
da — : eine Losung von (5.9) ist.
By
N
Das Polynom Zv, - ZUN_,-a:i mit vg = 1 besitzt damit die N Null-
i=0

stellen Fj, 1 < k < N, und nach Hilfssatz 5.1 gilt fiir = B ":

Nach Voraussetzung stimmen die Nullstellen von Z vt undz ¢,z iiberein,
i=0 i=0
womit die Eindeutigkeit gezeigt ist:

Bemerkung:

Nimmt man an, daf f; = E(z;) fir 0 £ i < 2N — 1 mit £ € Vy \ Va4
erfiillt ist - (5.1) besitze also die eindeutig bestimmte Losung E -, so folgt
mit Satz 5.2, dafs das beschriebene Verfahren die Losung des Interpolations-
problems (5.1) ergibt.

Es soll nun noch gezeigt werden, daf die Aussage von Satz 5.2 zur Existenz
einer Losung nicht nur fiir £ € V) richtig ist.

Hilfsatz 5.2
Firn € Nund t € R gilt mit 0 < m < n:

> v () - h =0

k=0

80



Beweis (Meinardus, [13]):
Essei K, = {z € C| |z|=r},r € R. Unter Verwendung des Residuenkalkiils
erhalt man fir » > n:

n

! (t—2)" H(z — )z = ZReszzk(t —z)" H(z - =

2 K, j i=0
_ : o _\m I St S - m a1 _
S RIS | (CFI R S VS | ([
k=0 2k =0 k=0 =0
ik
~ (t—k)" —k 1 ¢ k n
=N T k= ()= ST (DR — k)™
Zk:!(n—k)!( ) (=1) n! (=X ) k
k=0 k=0
m n+1 n
Es sei A(z) := Zajzj (t —2)™ und B(z) := ijzj = H(z —7)-
j i=0 j=0

Es gilt a,, = (— Im b,+1 = 1 und man erhélt fiir z € C, z # 0:
m—1
| A(2) | = |Z|m(1+2|aj||2|’_m)

| B(z)| 2 [=]"" (1 X:IbIIZIan

Wihlt man daher r, € R, ry > n, hinreichend grof, so gilt | A(z) | 2|z |™
1
und | B(z) |2 5 | 2 [" fiir 2 € C mit | z |= ry. Daraus folgt mit 7 = 7¢:

|/ Zdz|<87rr o

(2)

Wegen m < n erhalt man somit fiir alle » € R mit » = r
1 - n
— Dkt — k)™ < 4t
|k () 1= e

woraus die Behauptung folgt.

Bemerkung:
Diesen Hilfssatz erhélt man auch aus der Beziehung (s. Willers, [23], S. 73)

A™0,1,... n)q = %kz;(—wk (Z)q(k)
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mit g(z) = (t — x)™; denn aus m < n folgt nach (1.9) A™(0,1,...,n)g =0

und damit i(—m (Z) (t— k)™ =0.

k=0
Satz 5.3
N-1
Es sei N 2 2 und f; = E(z;) mit E(x a;x")e™ € Vi \ Viy_, fiir

=0
0 <4 < 2N —1; ferner sei mit By = €™ fiir 0 < i < N ¢; gegeben durch

Zqixi = (1 - Eyx)".

1=0
Behauptung:
q1 In
Py (].2 _ f N'—H
gN fan—1
Beweis:

Mit dem binomischen Lehrsatz erhélt man

N

N\ i

>t =3 () e
=0

und daraus durch Koeffizientenvergleich

qi=<—1>2(.)E1, 0<i<N

]

Fiir 1 £ j < N gilt daher mit A = '

A=

N N
S fvwicmigi = A Ok )BT g =

=1 0

e
Il

N-1 N
= ARV Z ak(z Efi%ﬁwﬁki) =
k=0 =1
N-1 N N
N+j— i
= AE'M L Z ak(Z(—l) <2 )J'J]C\H-j—l—i)
k=0  i=1
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Mit 0 £ k < N erhélt man durch Anwendung von Hilfssatz 5.2:

ﬁ:(—l)i(]D TNy = i(—l)i(i\s zk: (:;) a" (N4 —1—0)"h™ =

i=1 i=1 m=0
k I N
= ™ By (=1 N+j—1)—i)" =
S (e e () e -
: k k—m mpm
= -> a"™(N +j—1)"h" =
m
m=0
= _ﬁvﬂ'ﬂ
Damit gilt
N . N-1
ZfN—I—j—l—i 4 = AEiVﬂ_l Z ak(_xéﬂ\ﬂrjfl) = —fntj-1,
i=1 k=0

was 7zU zeigen war.

Bemerkung:

Versucht man (5.2) mit 4; > 0 fiir 1 <7 < N zu lésen (0 < E; < E;y
gilt nach Definition), dann liegt ein endliches Momentenproblem vor (Gant-
macher, [25], S. 211); nach [25] besitzt (5.2) in diesem Fall genau dann eine

N-1 N-1
Losung, wenn die quadratischen Formen E fi+kY; Y, E fi+k+1Y;Yr pOSi-
j.k=0 4,k=0

tiv definit sind. Laft sich f als Derichletsche Reihe mit positiven Koeffizienten
darstellen, gilt also

x
f(z) = ches’”” mit ¢,, 5, €ER,¢; >0fiir 1<i< Nunde¢, 20, neN,
n=1

dann ist (5.2) losbar, wie in [11] gezeigt ist:

o
Esgilt f; >0 flir 0 <¢ S 2N —1; mit fj44 = ches”“e(j+k)h5" gilt
n=1
N-1 0o N-1
Z Jivkyiur = chesna Z ffjhs"yjekhsnyk =
J,k=0 n=1 4,k=0
[e's] N-1
— chssna( ejsnhyj)Q 7
n=1 7=0
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N-1

so dafs Z fisey;ur > 0 gilt, falls nicht y; = 0, 0 < j < N — 1 erfiillt ist
J,k=0

(wegen ¢; > 0 fiir 1 <7 < N).

Ebenso folgt die positive Definitheit der zweiten quadratischen Form. Man

beachte hierzu die Beispiele von Kapitel 8.

Beispiel 5.1 zeigt, daft die Bestimmung von det Fy keine Aussage iiber die
Durchfiihrbarkeit des Verfahrens zulaft:

Beispiel 5.1
Essei N =2, X ={0,1,2,3}.

1-f0:1,f1267f2:€2,f3:€3.

Es gilt
e 1
dethzdet(ez e>:0,

jedoch lassen sich Losungen von

n(n) = ()

angeben: Die Losungsmenge des Systems ist gegeben durch:

(( & )ireny,

Es sei nun r € R, r # e, fest gewahlt:
Damit folgt Q(z) = (—e*+er)z® —rz+1; die Nullstellen von Q sind z; = e™!
und zy = (r—e)~*. Damit folgt B} = eund Ey = r—e. Esgilt Ly_; = L, = 1
und daher p; = —r +eund py = 1.
Die Gleichung (5.3) lautet hier

1+ (e—r)z=A + Ay +x(e —r)A; — Asex
Dies ergibt: Ay =1—A;unde—r=(e—1)A; — (1 — Ay)e

2e—r=A1(2e—r)= A1 =1,A,=0

Von Bedeutung ist also nur die Bestimmung von t;: t; = In E; = 1. Man
erhalt E(x) = e%; dies ist die Losung des Interpolationsproblems.
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2'f0:17f1:_17f2:17f3:1~
Hierfiir gibt es keine Losung E € Vo mit E(i) = f;,1 £ i <3, da E £ 0
hochstens eine reelle Nullstelle besitzt. Die Gleichungen

-1 +q@ = -1
G—q¢ = —1

sind unvertraglich und es gilt

-1 1
dethzdet( 1 1 ) =0

85



5.2 Konstruktion einer Naherung nach Rice

Es sei in [ = [a, b] die dquidistante Punktmenge
gegeben.

Unter der Annahme, daf es eine beste Approximation £ € Vy \ Vy_1 an
f € C(I) gibt, wird ein Verfahren zur Bestimmung von E nach Rice, [16],
hergeleitet.

Man kann hoffen, auf diesem Wege Naherungen fiir die beste Approximation
an f beziiglich V) zu erhalten, da diese, sofern sie existiert und die Linge N
besitzt, in I eine Alternante der Lénge 2N-+1 hat.

N
Es sei also E(z) = Z a;e'” € Vy \ Viy_; die beste Approximation an f auf

i=1

X; es gilt daher
(5.11) E(x;) = f(z:) + (=1)"r 1Si<2N+1

| 7 | ist also die Minimalabweichung von f auf X; eliminiert man r durch Addi-
tion aufeinanderfolgender Gleichungen, so erhilt man das Gleichungssystem

N
(5.12) Z a;eli®(elt 4 1)etih = flz;) + f(zj4) 1<j<2N
i—1

Die Bestimmung der Koeffizienten und Frequenzen von E aus (5.12) wird
nun nach Cesaro, [4], zurtickgefithrt auf die Ermittlung von Nullstellen eines
Polynoms und die anschlieffende Losung eines linearen Gleichungssystems
Hierzu werden die folgenden Bezeichnungen eingefiihrt:

fio= f(xy) + flzj) 1<j<2N
A = ael(e+ 1), E;i=elh 1<i<N

Damit erhélt man aus (5.12)
N .
i=1

und da nach Voraussetzung A; # 0 fiir 1 <4 < N erfiillt ist, gilt fir 1 < &k <
N (wegen der linearen Abhéngigkeit der ersten Spalte):

det fk+1 1' N —0
fean EFTN 0 EETN
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Wegen F; #0,1 < i < N, folgt daher

foo 11
(5.13) qot | e B Yl=0 1gk<N
fean EY ... EX

Entwickelt man die Determinanten in (5.13) nach der ersten Spalte und ist
D; fir 0 £ i £ N die Adjunkte von fr;, so gilt (da D; unabhéngig ist von
k):

N
(5.14) > feriDi =0 I1=k=N
i=0
Ebenso erhilt man
N
(5.15) > ED;=0 1<j<N
i=0

da in den entsprechenden Matrizen zwei Spalten iibereinstimmen.
Aus F; < E;yq folgt
(5.16) Dy #0 Dy #0

Je eine Gleichung aus dem System (5.15) ergibt zusammen mit (5.14) ein
lineares, homogenes Gleichungssystem mit den Unbekannten D;, 0 < i < N:

Esseije{l,...,N}

N
Y ED; = 0
=0

(5.17)
N
Z freiDi = 01 <kESN
i=0
Wegen (5.16) folgt hieraus fir 1 < j < N:
1 E ... EY
i o o fyn
det | fo f3 o Syi2 | =0
IN N fon
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Dies bedeutet, dafs das Polynom

2 2t 2N
fi o o fam
P(x):=det| f2 fs - [fns2
fx fwe o fo

die N Nullstellen E; = €' 1 < i < N, besitzt.

Dieses Ergebnis legt folgendes Vorgehen zur Ermittlung der Parameter einer
Néherung E nahe:

Man bestimmt die Nullstellen von P; besitzt P die N Nullstellen E;, 1 £ i <
N, und sind diese reell und weiterhin einfach und positiv, dann erhilt man
die N reellen Frequenzen

ti:h_llnEZ-, 1§Z§N

Mit diesen Werten 16st man das lineare Gleichungssystem (5.11) oder (5.12),
so dall damit die restlichen Parameter bestimmt sind.

Bemerkung:

Die Losung von (5.11) ist vorteilhaft, falls | f — E ||x von Bedeutung ist,
etwa zur Bestimmung einer unteren Schranke fiir || f — E ||;.

Da die Koeffizienten von P sich aus der Berechnung von Determinanten erge-
ben, konnen hier Rundungsfehler das Ergebnis besonders leicht beeinflussen.
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5.3 Konstruktion einer Naherung nach Willers

In [23] behandelt Willers ein Verfahren zur “Anndherung” von Funktionen
durch Elemente von Vy, falls m Funktionswerte (Messwerte) mit m > 2N
gegeben sind.

Fiir die Konstruktion einer Niherung aus Vy fiir eine gegebene Funktion
fe (), I = |a,b], bietet sich also mit diesem Verfahren die Moglichkeit,
die Zahl der Funktionswerte, die in die Rechnung eingehen, zu variieren; mit
m = 2N erhélt man das in Abschnitt 5.1 beschriebene Verfahren.

Es sei also m 2 2N und X = {a; | x; = a+ih,h > 0,1 =i < m} C [

gegeben. Nimmt man an daf
E(x;) = f(x;) 1sjsm

N

mit F(z) = Z a;e'™ € Vy \ Viy_ erfiillt ist, so erhiilt man mit A4; := a;e"®,
i=1

E;:=¢' " fir 1 <4 < N und fi=f(z;)fir1 < j<m:

N
(5.18) > AE =, L<j<m
i=1
N N
Durch Q(x) := quxj = H(:z: — E;) sei g; fir 0 <4 < N gegeben. Es gilt
=0 j=1
also
(519) Q(E;) =0 1SN

Es sei nun k € {1,...,m — N} fest und man betrachte in (5.18) die N + 1
Geichungen

N
(5.20) > AEM = fi 0<; <N
=1

Multipliziert man fir 0 < 57 < N die (j+1)-te Gleichung von (5.20) auf
beiden Seiten mit g;, so erhdlt man mit (5.19) durch anschliefende Addition
der N+1 Gleichungen:

N N N

N N
S it =Y (g3 Y (AET) =Y (AES gE!) =0
j=0 Jj=0

j=0  i=1 i=1
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Da diese Beziehung fiir 1 £ k < m — N gilt, erhalt man auf diese Weise ein
lineares Gleichungssystem mit m — N Gleichungen und N Unbekannten ¢;,
0<i< N -1, wegen qy = 1:

N—

(5.21) > Frenty = = l1sk=m-N

=

[y

Es wird daher folgendes Verfahren vorgeschlagen:

Fiir m = 2N bestimme man die Unbekannten ¢;, 0 < ¢ £ N — 1, durch Losen
des Gleichungssystems (5.21), falls dieses l6sbar ist.

Fir m > 2N bestimme man ¢;, 0 £ i £ N — 1, durch Anwendung der
Methode der kleinsten Quadrate.

Hat man so Koeffizienten ¢;, 0 £ i < N — 1, gefunden, so bestimmt man die
N

Nullstellen E;, 1 < ¢ < N von Zqimi mit gy = 1.

i=0
Gilt E; € Rund E; > 0 fir 1 £4 < N, dann erhélt man die N Frequenzen

ti=h"tInFE, 1<i<N

Sind die Nullstellen des Polynoms einfach, gilt also t; # t; fiir ¢ # j, dann
bestimmt man a; fiir 1 £ ¢ < N durch Losung eines linearen Gleichungssys-
tems, das aus N Gleichungen von (5.18) besteht.
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5.4 Numerische Beispiele

Zur numerischen Erprobung der drei beschriebenen Verfahren sind mit der
CD 3300 des Rechenzentrums der Universitit Erlangen-Niirnberg Berechnun-
gen durch gefiihrt worden; die Programme sind in FORTRAN IV geschrieben
und es ist stets mit doppelter Genauigkeit gerechnet worden. Alle Zahlenan-
gaben sind daher gerundete Grofsen.

Anmerkung (Februar 2023):

Diese Berechnungen wurden nochmals mit MEINARDUS [27] durchgefiihrt.

In den folgenden Beispielen werden die Bezeichnungen benutzt, wie sie bei
der Herleitung der Verfahren eingefiihrt worden sind.

1
Fir 1 = N £ 4 treten mit f(z) = 2 1 f(x) = Vx in I = [0,1] oder
x

der Riemannschen Zetafunktion in I = [2,3], I = [2, 4] keine Schwierigkeiten
auf: Es wurden keine Punktmenge X gefunden, so dak hier ein Verfahren
gescheitert wire. Die Giite der jeweiligen Naherung E, d.h. || f — E |7, hangt
wesentlich von der Menge X ab und man wird daher im allgemeinen, um
gute Naherungen zu erhalten, verschiedene Punktmengen X verwenden. In
den Zeichnungen sind stets die jeweiligen Fehlerfunktionen f — E dargestellt.

Beispiel 5.2
Es sei f(z) =z, I = [0,1] und N=2.

Zu bestimmen ist also eine Niherung E(z) = a1€"'” + aze®”; zur Beurteilung
der folgenden Ergebnisse beachte man die Resultate von [26], §7.

Eine giinstige Naherung liefert das Verfahren von Meinardus, Abschnitt 5.1,
mit den Punkten z; = 0.01 +¢h, 0 < 7 < 3, wobei z3 = 0.800 und damit
h = 0.2633 ist. Man erhilt die Polynomkoeffizienten

q2=+0.345 112 153 , ql=-1.467 229 623 , q0=+1.000 000 000,
pl1=+0.376 089 942 , pO=+1.000 000 000 .

Die Nullstellen von Q sind 3.398 958 380 und 0.852 499 044 .

Es ergeben sich die Parameter

al=-0.483 373 717 , t1=-4.646 084 908
a2= 0.558 037 443 , t2= 0.606 012 117

Zeichnung 5.1 stellt die Fehlerfunktion dar. Die Norm der Fehlerfunktion ist
0.07466.
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Zeichnung 5.1

Mit zg = 0.1, 3 = 0.9, h = 0.2666 erhalt man

al=-0.496 967 379 , t1=-2.961 059 561
a2=+0.655 627 088 , t2=+0.450 327 955

Zeichnung 5.2 stellt die Fehlerfunktion dar. Die Norm der Fehlerfunktion auf
I ist hier 0.15866, womit die Abhéngigkeit von X demonstriert sei.
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Zeichnung 5.2

Das Verfahren von Rice, Abschnitt 5.2, ergibt mit x; = , 1 =055,

das Polynom P(x) = pyx® + p1& + po mit
p2=-0.670 540 689 , pl=+0.965 925 826 , p0=-0.222 252 952
und den Nullstellen 1.153 063 231, 0.287 454 610. Man erhélt so die Parameter

al=-0.565 826 602 , t1=-4.986 761 225
a2=+0.570 571 292 , t2=+0.569 688 323

Zeichnung 5.3 stellt die Fehlerfunktion dar.
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Zeichnung 5.3

Fiir 1 <i <5 gilt

= 0.004 744 688

VT — aje*i — ane"

Damit ist gezeigt, dafs, obwohl 1 = 0.0 und x5 = 1.0 Alternantenpunkte der
Fehlerfunktion fiir die beste Approximation an f beziiglich V5 auf I sind, die
Néherung nach Rice, die ja die beste Approximation auf {z; | 1 < i < 5}
fiir F ist, in 27 und x5 wesentlich von der Minimallosung fiir f beziiglich V5
verschieden sein kann.
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Mit dem Verfahren von Willers, Abschnitt 5.3, kann man oft bessere
Néherungen fiir die Frequenzen erhalten; es werden m Punkte

r;=00+0G—1)*«h,1< i< mmit x, =1.0

verwendet.

m = 10:

Es ist also h = §; man errechnet die Koeffizienten

g2=+1.000 000 000 , ql=-1.456 251 707 , q0=+0.406 468 037

und damit die Nullstellen 1.079 834 854 und 0.376 414 853 .
Die Frequenzen sind also t1=-8.793 522 892 , t2=+0.691 273 052 .

Durch Losung des Systems

2
Zaieti” = /X k=23

i=1
folgt
al=-0.420 954 177 , a2=+0.455 428 511
Zeichnung 5.4 stellt die Fehlerfunktion dar.

Durch Vergrofern von m erhédlt man nicht unbedingt bessere Werte:

m tl t2
22 | -15.928 838 | +0.799 146
32 1 -21.251 001 | +0.838 908

Anmerkung (Februar 2023):
Nach Neu-Implementierung des Verfahrens von Willers werden Zeichnungen
der zugehdrigen Fehlerfunktionen der Vollstindigkeit halber nachgetragen.
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Zeichnung 5.4

Schwierigkeiten ergeben sich mit X C [—1, +1] fiir die Funktionen
o f(z)=|x| bei N 23

-5 < -05
e f(x)=4¢ 10z :2¢€(—-0.5,40.5) bei N =2
+5 12405
242 220 .
.f(z):{2—x 220 bei N 2 2

Fiir die letzte Funktion wird dies nachfolgend in Beispiel 5.3 ausgefiihrt.
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Beispiel 5.3
2+z 1220
I=[-1,41], N =2, f(l"):{ 22—z 1220

Bei der Berechnung nach Meinardus von Abschnitt 5.1 erhélt man fiir
Q meist komplexe Nullstellen, wie die folgende Tabelle zeigt!?:

Die Nullstellen von @)
xo x3 | Realteil ® Imagindrteile
-1.0 1.0 0.8000 +0.6000
-0.9 0.9 0.8235 +0.5673
-0.8 0.8 0.8462 +0.5329
-0.7 0.7 0.8679 +0.4967
-0.5 0.5 0.9091 +0.4166
-0.8 0.7 0.7282 +0.4225
-0.7 0.8 1.0274 +0.5962
-0.5 04 0.6986 +0.2149

Mit xg = —0.5 und x3 = +0.35 jedoch ist das Verfahren durchfiihrbar und
man erhélt die Polynomkoeffizienten

q2=+2.837 462 834 , ql1=-3.470 763 132 , qO0=+1.000 000 000
pl=-3.422 811 364 , pO0=+1.500 000 000

und damit die Nullstellen 0.758 641 874 und 0.464 550 581 .
Es folgt damit

al=+2.820 549 263 , t1=+0.974 913 359
a2=-0.898 915 427 , t2=+2.705 946 470

Zeichnung 5.5 stellt die Fehlerfunktion dar:
e auf Intervall I
e auf Teilintervall [—1.0, +0.4].

Die Minimalabweichung fiir f in I beziiglich V; ist 0.5 '3: diese Naherung
approximiert also schlechter als die beste Approximation beziiglich V;.

12 20/x5 ist der erste/letzte der #quidistanten Punkte
13 die beste Approximation ist die konstante Funktion E(z) = 1.5 € V;
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Weitere Ergebnisse:
e Mit xg = —0.5, x3 = +0.3 erhéilt man

al=+2.138 865 180 , t1=-0.692 894 768
a2=-0.185 691 049 , t2=+5.381 257 439

Zeichnung 5.6 stellt die Fehlerfunktion dar:
— auf Intervall I
— auf Teilintervall [-0.2,40.2].
Die Norm der Fehlerfunktion ist grofser als 37.0 .
e Mit xg = —0.5, x3 = +0.25 erhélt man

al=+2.050 428 834 , tl= +0.624 759 329
a2=-0.050 428 834 , t2=+10.207 441 475

Zeichnung 5.7 stellt die Fehlerfunktion dar
— auf Intervall I
— auf Teilintervall [—1.05,40.3].

Fiir diese drei Fehlerfunktionen ist x = 1.0 der Extremalpunkt.
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Bei der Ermittlung einer Ndherung nach Rice, Abschnitt 5.2, treten die
gleichen Schwierigkeiten auf, da auch P meist komplexe Nullstellen besitzt:

Die Nullstellen von P
r1 x5 | Realteil ® Imagindrteile &

-1.0 1.0 0.8571 £0.5151
-0.9 0.9 0.8732 +0.4873
-0.8 0.8 0.8888 +0.4581
-0.5 0.5 0.9333 +0.3590

2
Fiir z; = —0.5 und x5 = —0.25 erhélt man das Polynom P(x) = Zpl-xi mit
=0

p2=-0.539 062 500 , p1=-1.828 125 000 , p0=-1.398 437 500
und den Nullstellen 2.225 778 005, 1.165 526 343 . Damit folgt

al=+2.314 520 833 , t1=+0.816 921 503
a2=-0.376 853 596 , t2=+4.267 234 771

Zeichnung 5.8 stellt die Fehlerfunktion dar:
e auf Intervall I

e auf Teilintervall [—1.0, +0.4].

Auch die Berechnung einer Naherung nach Willers, Abschnitt 5.3, mit
verschiedenen Werten fiir m fiihrt auf komplexe Nullstellen; es sei z; = —1.0
und z,, = —1.0:

Die Nullstellen von @)
m | Realteil )  Imagindrteile S

10 0.9329 £0.1892
22 0.9740 £0.0831
32 0.9828 +0.0567

Die hier auftretenden Schwierigkeiten diirften darin begriindet sein, daf es
fir f in [-1,+1] nach Satz 3.3 zwei Minimallosungen E;, F5 beziiglich V5 gibt
und daher keine beste Approximation beziiglich Vy existiert; es liegt also
nahe zu vermuten, dafs f — F;, ¢ = 1,2, in I keine Alternante der Lange 5
besitzt, was sich besonders auf die Verfahren von Meinardus, Abschnitt 5.1,
und Willers, Abschnitt 5.2, auswirkt.
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Beispiel 5.4 Niherungen fiir die Riemannsche Zetafunktion '

Es werden Naherungen fiir die Riemannsche Zetafunktion nach dem Ver-
fahren von Meinardus, Abschnitt 5.1, fir 1 < N < 4 jeweils auf den
Intervallen [2, 3], [2,4] angegeben.'®

Fir I = [2,3], N = 1 erhélt man mit xo = 2.333, x; = 2.666 die Parameter
al=+2.793 905 734 , t1=-0.291 505 518
Zeichnung 5.9 stellt die Fehlerfunktion dar .

+0.08 |- N
+0.07 | N
+0.06 | .
+0.05 |- .
+0.04 | :
+0.03 | N
+0.02 |- N
+0.01 | :

0.00 \_/

-0.01 ]

2.0 2.2 24 2.6 2.8 3.0

Zeichnung 5.9

1 Dieses Beispiel ist eine Erweiterung der Diplomarbeit [26], §5.

15 Es sind dies die Startfunktionen fiir die Berechnungen von Minimallésungen fiir die
Zetafunktion von [26], §8

16 Zeichnung 48 von [26], §8
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Fir I = [2,4], N = 1 erhélt man mit xo = 2.666, x; = 3.333 die Parameter
al=+2.015 963 567 , t1=-0.169 096 199
Zeichnung 5.10 stellt die Fehlerfunktion dar 7.
+0.25

+0.20 |- N

+0.15 | 2

+0.10 |- N

+0.05 |- N

0.00 ~————

005 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 4.0

Zeichnung 5.10

17 Zeichnung 52 von [26], §8
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Fir I = [2,3], N = 2 erhélt man mit xo = 2.200, x3 = 2.800 die Parameter

al= +1.525 165 278 , t1=-0.092 521 466
a2=+24.876 184 782 , t2=-2.097 844 336

Zeichnung 5.11 stellt die Fehlerfunktion dar 8.
+0.003

+0.0025

+0.002 |- ]

+0.0015 |- ]

+0.001

+0.0005 |- .

0.000 S — R

-0.0005 2.0 2.2 2.4 2.6 2.8 3.0

Zeichnung 5.11

18 Zeichnung 56 von [26], §8
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Fiir I = [2,4], N = 2 erhélt man mit xo = 2.400, x3 = 3.600 die Parameter

al= +1.262 562 853 , t1=-0.043 145 667
a2=+11.959 298 968 , t2=-1.620 042 255

Zeichnung 5.12 stellt die Fehlerfunktion dar '°.

-+0.02

+0.015 |- N

+0.01 | ]

+0.005

/
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000 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40

Zeichnung 5.12

19 Zeichnung 62 von [26], §8
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Fiir I = [2,3], N = 3 erhélt man mit xo = 2.050, x5 = 2.850 die Parameter

al= +1.236 018 240 , t1=-0.039 532 424
a2= +8.421 439 207 , t2=-1.466 241 490
a3=+301.455 919 776 , t3=-4.310 972 926

Zeichnung 5.13 stellt die Fehlerfunktion dar 2.
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Zeichnung 5.13

20 Zeichnung 69 von [26], §8
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Fiir I = [2,4], N = 3 erhélt man mit xo = 2.050, x5 = 3.700 die Parameter

al= +1.112 198 403 , t1=-0.017 032 105
a2= +5.076 875 370 , t2=-1.191 695 146
a3=+113.053 478 781 , t3=-3.507 624 270

Zeichnung 5.14 stellt die Fehlerfunktion dar 2!

+2.0x 107
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+0.5x 1074}
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_ -4 . | | | ‘ ‘ ‘ ‘ : ‘
1010 2.0 2.2 2.4 2.6 2.8 3.0 3.2 3.4 3.6 3.8 4.0

Zeichnung 5.14

21 Zeichnung 75 von [26], §8
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Fir I = [2,3], N = 4 erhélt man mit xo = 2.100, x7 = 2.800 die Parameter

al= +1.108 917 301 , t1=-0.016 846 093
a2=  +4.516 500 699 , t2=-1.151 831 800
a3= +b56.338 107 956 , t3=-3.097 712 958
a4=+3183.222 936 114 , t4=-6.533 155 909

Zeichnung 5.15 stellt die Fehlerfunktion dar:

o auf Intervall I

e auf Teilintervall [+2.1, +2.8].
(Entsprechen Zeichnungen 82, 82A von [26], §8)

Fiir I = [2,4], N = 4 erhélt man mit xo = 2.050, x7 = 3.600 die Parameter

al=  +1.048 520 425 , t1=-0.006 758 602
a2=  +3.067 446 915 , t2=-0.980 260 258
a3= +27.094 443 001 , t3=-2.561 189 494
a4= +928.206 585 131 , t4=-5.450 993 513

Zeichnung 5.16 stellt die Fehlerfunktion dar:

e auf Intervall I

e auf Teilintervall [+2.4, +3.6].
(Entsprechen Zeichnungen 91, 91A von [26], §8)
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+1x 107

+8 x 1077

+6 x 1077

+4x 1077

+2x 1077

0.0

—2x 1077

1.0x 1078 |

0.5x 1078 |

—0.5x 1078

—1.0x 1078}

0.0

2.0

2.2

24

2.1 2.2

2.3

24

2.5

Zeichnung 5.15
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1x107°

8 x 1076

6x 1076

2% 107

0.0

—2x107¢

1.4 %1077
1.2x 1077
1x1077
8 x 1078
6 x 1078
4x10°8
2x 1078
0.0

—2x 1078

—4x 1078

P
2.0 24 2.8 3.2 3.6 4.0
24 2.6 2.8 3.0 3.2 3.4 3.6

Zeichnung 5.16
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1 22
1+x

Beispiel 5.5 Nidherungen fiir f(x) =

1
Es werden zwei Naherungen fir f(z) = T nach dem Verfahren von
x

Meinardus von Abschnitt 5.1 fiir N = 3 auf I = [0, 1] mit unterschiedlichen
Werten fiir xo, 5 angegeben.?

Mit x¢g = 0.0, x5 = 1.0 erhélt man die Parameter

al=+0.546 271 421 , t1=-0.277 576 311
a2=+0.401 383 367 , t2=-1.546 985 019
a3=+0.052 345 210 , t3=-4.336 157 075

Zeichnung 5.17 stellt die Fehlerfunktion dar .

0.2x107°}|

[N~

0.0 \/ \/

—02x107°}

—04x107°}

—0.6 x 107° |-

—0.8x 107° |

—1.0x107° |

_ -5 | | | | | |
12> 107575 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Zeichnung 5.17

2 Dieses Beispiel ist eine Erweiterung der Diplomarbeit [26], §5.

%3 Es sind dies die Startfunktionen fiir die Berechnungen von Minimallésungen in [26],
§7

24 Zeichnung 27 von [26], §7
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Mit xg = 0.1, x5 = 0.9 erhélt man die Parameter

al=+0.545 644 214 , t1=-0.277 434 496
a2=+0.400 482 842 , t2=-1.540 603 343
a3=+0.053 824 480 , t3=-4.282 493 872

Zeichnung 5.18 stellt die Fehlerfunktion dar 2.

5% 107°

4x107°

3x107° |

2x107° |

1x107° |

0.0 f

o -5 | | | |
DX 10755 0.2 0.4 0.6

Zeichnung 5.18

%5 Zeichnung 36 von [26], §7
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6 Iterationsverfahren

6.1 Konstruktion von Minimallésungen nach Braess

Es sei I C R ein kompaktes Intervall, N € N, f € C(I).

In [3] behandelt Braess einen Algorithmus, der, von einer Minimallésung E
beziiglich Vy_, ausgehend, eine Folge besserer Approximationen ((E(ay,))nen
liefert, falls E nicht die beste Approximation beziiglich Vi ist; zur Konstrukti-
on einer Minimallosung beziiglich Vi wird mit diesem Algorithmus sukzessive
die Minimallésung beziiglich V’, V3, ... ermittelt.

Vereinbarung:
In diesem Abschnitt wird die Parametrisierung von Vjy nach Definition 1.2
benutzt und es ist zweckméfig, die folgende Schreibweise einzufiihren:

Uy U1
Fiir u = : € R™ und v = : € R" mit m = n sei u+ v gegeben
Um, Unp
durch
U + U1
Up +V
u+vi= " + "l eR™
Um—1
um

6.1.1 Der Algorithmus
Mit n € N sei E(a,,) € Vy nicht Minimallésung fiir f beziiglich V.

Es sei
- d,, die Dimension des Gradientenraumes®® W,, von E(a,)
- F, = f—E(ay,).

1
Ferner seien J € N mit J 2 2N+1 und z € (0, 5) fest vorgegeben.

26 5. Definition 3.1 a,b

115



Schritt 1: Bestimmung einer Teilmenge X von I
Man untersuche, ob (6.1) erfiillt ist:

Die Menge {z € I | (1 —2) || F,, ||;=| F..(z) |} besteht aus

j Teilintervallen mit 5 < .J und in jedem Teilintervall ist
(6.1)  das Maximum von | F,, | eindeutig bestimmt.

Die Maximalpunkte von |F, |in diesen Teilintervallen

seien die Punkte xp, 1Sk S 5.

Fall 1: Es ist (6.1) erfiillt.
Die Menge der Maximalpunkte sei X := {z; | 1 £ k < j}.

Weiter zerlege man I in Vorzeichenintervalle:

Dies sind Teilintervalle von I, in denen F, das Vorzeichen nicht wechselt, im
Innern benachbarter Teilintervalle jedoch verschiedenes Vorzeichen besitzt.
Abweichend von Definition 1.7 gelte hier zur Bestimmung der Vorzeichenin-
tervalle sign(0) = +1.

In jedem dieser Vorzeichenintervalle wird ein Punkt - giinstig ist eine lokales
Extremum von F), - ausgezeichnet, die somit gegebene Punktmenge sei X5.
X3 sei eine beliebige Teilmenge von I mit | X3| = d,, + 1.

Man bestimme nun Teilmengen X, und X3 mit X; C X, und X5 C X3 so,

daf fiir X:=X;UX;UX;3
gilt: d,+1s1X|=J
Fall 2: Es ist (6.1) nicht erfiillt.

Hier wird definiert: X:=1
Schritt 2:

Man bestimme die beste Approzimation e, an F,,= f — E(a,) auf X beziiglich
N

W,, d.h.: fir E(a,,x) = Z a; e’ ist gesucht

i=1

_ d
Tn = (T1ns-- s Tdyn) € R
mit
N dn
e c,(x)= E Tipelim® E Ti @i Npre =N und
n - i,n i,nWi—Nn
i=1 i=N+1

o | Fo—ey|lr £ || Fu—el; firee W,
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Mit den Bezeichnungen von Definition 3.1 gilt fiir d,, = 2/N:

en = (rn, grad(E(ay,)))

Die Verbesserung fir E(ay) sei €, := || Fy, |1 — || Fr. — en || x-
Schritt 3:
Man setze ¢ := 1 und bestimme durch fortlaufendes Halbieren von ¢ ein

cn € (0, 1] so, dafs gilt:

1
If = Blan +cara) [r = 1S = Elan) ll1 = gencn

Liegt Fall 1 vor und gilt ¢, < z, dann werden Schritt 2 und Schritt 3 mit
X = I durchgefiihrt.

Der Parametervektor a,; und damit F(a,1) ist gegeben durch

Ap+1 = Qp + CyTy

Bemerkungen:

1. Die Durchfiihrung von Schritt 2 erfordert die Losung eines linearen
Approximationsproblems; e,, existiert damit und ist stets eindeutig be-
stimmt, da W,, die Haarsche Bedingung erfiillt.

2. Wie die folgenden Untersuchungen zeigen, wird die Fallunterscheidung
nach Schritt 1 durchgefiihrt, um durch Losung eines diskreten, linea-
ren Approximationsproblems den Rechenaufwand moglichst gering zu
halten. Speziell fiir d,+1 = J ist hier ein lineares Gleichungssystem zu
16sen.

3. Obwohl X von F;, abhéngt, wird dies bei der Bezeichnung nicht beriick-
sichtigt, da diese Tatsache fiir die weiteren Ausfithrungen nicht benotigt
wird.
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6.1.2 Zur Theorie des Verfahrens

Es ist nun die Frage zu beantworten, unter welchen Voraussetzungen der
Algorithmus durchfithrbar ist und damit bessere Approximationen liefert;
hierzu der folgende Hilfssatz:

Hilfsatz 6.1
Ist E(a,) nicht beste Approximation an f auf I, dann gilt

€n126n2>07

wobei €,1 (€,2) die nach Fall 1 (Fall 2) ermittelte Verbesserung fiir E(a,) ist.

Beweis:

Es sei X C I eine nach Fall 1 ermittelte Punktemenge. Mit e,; sei die beste
Approximation an F, auf X und mit e, die beste Approximation an F;, auf
I jeweils beziiglich W,, bezeichnet.

Es folgt || Fy, — ena [[12]] Fro — €n2 [|x2|| Fr — €n1 ||x und damit €,1 = €,9.

Nach Voraussetzung besitzt F), in I keine Alternante der Lange d,, + 1 und
die beste Approximation e,, an F, beziiglich W, auf I approximiert daher
besser als die Nullfunktion:

I En = ena [l < [ Fn lls

Dies ergibt e,» > 0, womit der Rest der Behauptung gezeigt ist.

Satz 6.1 (Braess, [3])
Ist F(a,) € V nicht Minimallosung fiir f auf I beziiglich Vy, dann gibt es
ein C' > 0, so daf fiir ¢ € (0,C) erfiillt ist:

1
If = Elan +cra) llr = | f = Elan) [l —5cen

Beweis:
Nach Voraussetzung besitzt F), in I keine Alternante der Linge d,, + 1 und
nach Hilfssatz 6.1 gilt (fiir beide Félle) ¢, > 0.

Es sei a,(c) := a, + cry, und F(c,z) = f(x) — E(ay(c),x), c € R.

Wegen | E(an(c)) — E(a,) — ce, |1 = o(|e]) (man vergleiche hierzu
Kapitel 4) gibt es ein C' > 0, mit

(6.2) | E(a,(c)) — E(a,) —ce, ||1 < gcen fir c € (0,C) .
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Weiter gilt
I Elan(c)) = [ llr = (| Ean) +cen = f 1 + [| E(an(c)) = E(an) = cen |1 -
Fiir die Berechnung nach Fall 2 folgt aus (6.2) fiir ¢ € (0,C):

If = Elan(0) [l = || E(an) +cen = f |1 +§Cﬁn =

=l cBlan) + cen — cf + (1= )(Blan) = ) |1 +5060 <

2
< C” Fo—en|lr +(1—¢) || F, ||I+§C€n:
1

2
= —cept || Fr |1 +§cen < || Fullr ~3%n

Damit ist die Behauptung fiir die Durchfiihrung des Algorithmus nach Fall
2 gezeigt.

Zu Fall 1: Hier gilt also | X| < J.

Es sei
Ti={z e X | F,(z)=| F, |1}
X ={reX|F,(x)=—1| F. |1}
Fiir z € X" erhélt man 0 < €, <|| F, || —(Fo(x) — en(z)) = e,(x) und

entsprechend fiir z € X~ 0> —¢, = — || F, ||1 —(Fn(z) — en(x)) = e,(z).
n(

)
)l

A

Es gibt somit eine offene Umgebung U von X+ U X~ in [, so daf |e,(z

2
56” > (0 fiir x € U erfiillt ist.

Da F(c,x) in ¢ und x stetig ist, gibt es eine offene Umgebung U" von X"
und U~ von X~ in [ und ein Cy > 0, so dak fir ¢ € (0,Cy) gilt: F(c,xz) >0
fir x € U" und F(c,z) <0 firx € U~.

1
Ferner gibt es ein Cy > 0 mit |E(a,(c),x) — E(an,x) — ce,(z)| < 3¢en fiir

c € (0,C5) und z € I. Damit folgt fiir # € UN U™ und ¢ € (0, min{Cy, Cy})

F(c,z) — F,(x) E(an,z) — E(ay(c),z) =

1 1 1
S —cey(z) + §C€n < —§C€n + §C€n = —§C€n ,

also )
0< f(z) = E(an(c),x) < || Fu |1 —3Cen -
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Fir x € UN U™ erhdlt man analog fiir ¢ € (0, min{C}, Cy})

Flea) + Falt) = Blan(0),x) — B(an,z) <
1 2 1 1
< cep(x) + —cep S —=cep + —ce, = —=cey

3 3 3 3

also :
_F(Cv l’) = |f($) - E<an(c)vx)| é || F, HI —§C€n .

Die Menge V = (U NU)U (U~ NU) ist offen in I; Iy = I \ V ist kompakt
und es gilt fiir ¢ = 0:

1
£ (eo) llzo = Il B llr +5c060 = | Fo o = Il Fullz <0

Dies gilt wegen Stetigkeit fiir eine Umgebung von c¢q:

1
Es gibt ein Cy > 0 mit || F(c) [|L,Zl Fu |l —3%n fir ¢ € (0,Cp). Mit
0 < C :=min{Cy, C1, Cy, } hat man somit fiir ¢ € (0,C') erhalten:

uuﬂ—EmA@wngufzm—éﬁn vel.

Damit ist auch fiir Fall 1 die Behauptung bewiesen,

Nach Satz 6.1 ergibt also der Algorithmus eine bessere Approximation als
E(a,), falls dies méglich ist.

Hilfsatz 6.2 (Braess, [3])

(E(an))nen € Vy konvergiere auf I gleichmiifig gegen E(ag) € Vo \ Vy_1. Es
sei e, bzw. e die nach Schritt 2 berechnete beste Approximation an F), bzw.
F = f— E(ap) beztiglich W,, bzw. W auf X = I; (W ist der Gradientenraum
von E(ap)); es liege also stets Fall 2 vor.

Behauptung: (e,),en konvergiert auf I gleichméfig gegen e.

Beweis:
Es kann 0.B.d.A. angenommen werden:

N
| E(an) ||1S K < oo und E(ay,,x) = Zai’neti’”z € Vo \Vy_, fiirn €N

=1

Nach Korollar 2.3 sind die Frequenzen der Folge beschréankt; nach Satz 2.5

120



gibt es eine Teilfolge (E(ay))nes, J € N mit

hmtw = tleR neJ

n—oo

(6.3) und
N
E(ap,z) = Zﬁo,ieti’"x
i=1

Weiter gilt fiir n € N

N

ein(z) = Z(bzn + dipx)e" " € Voy

i=1
und (e, )nen ist auf I = [u, v] gleichméfig beschrankt:

lenllr=len=Fullr 1l Eallr= 20 Fullr = 20K+ (| f[l2)

Nach Satz 2.3 und Satz 2.5 gibt es daher eine im Innern von I gleichmé-
fkig konvergente Teilfolge (c,)nes,, J1 € J, und auf jedem abgeschlossenen
Teilintervall von (u,v) gilt

lime,=¢y,n €y

n—oo
mit ey € Von; wegen (6.4) folgt nach Satz 2.9 und Bemerkung 2.2 die gleich-

méfige Konvergenz von (e,)nes, gegen ey auf ganz 1.
Aus | F,—e, |1 S || Fo—e||r fiir n € N folgt

|F—ey|l;=1m || F,—e, || S lim | F,—e|;=||F—el|l; ,ne
n—oo n—o0

Die Eindeutigkeit der Minimallosung bei linearer Approximation und ey €

W, e e W ergeben: ey = e.

Es ist noch zu zeigen, dafs die ganze Folge (e,),n gleichméfig gegen e kon-
vergiert:

Annahme: Es gibt ein s > 0, so daf es fiir jedes n € N ein m,, = n und ein
T, € I gibt mit |e,,, (T,) — e(zm, )] > s.

I ist kompakt, daher gibt es in (2,,, )nen eine konvergente Folge (2,,);en mit
(6.4) len, (Tn,) — e(xy,)] > s JEN

Fiir (en,);jen folgt wie oben fiir (e, )nen die Existenz einer auf ganz I gleich-
méafig gegen e konvergenten Teilfolge und dies steht im Widerspruch zu (6.4).
Damit ist die Annahme widerlegt und die Behauptung vollstandig gezeigt.
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Satz 6.2 (Braess, [3])

Ergibt der Algorithmus eine Teilfolge (E(a,))nes € Vi, J C N, die auf I
gleichméfig gegen ein Element E(ag) € Viy \ Vw_1 konvergiert, dann konver-
giert die ganze Folge (E(ay,))nen gleichméfig auf I und E(ap) ist die Mini-
mallosung fiir f beziiglich Vy auf 1.

Beweis:
Es kann nach Voraussetzung o0.B.d.A. grd(E(a,)) = N fir n € N angenom-
men werden.

Es sei Iy := f — E(ap).

Annahme: E(ayp) ist nicht Minimallésung fiir f beziiglich Vy.
Wendet man den Algorithmus auf E(ag) nach Fall 2 (also mit X = I) an,
dann erhalt man nach Hilfssatz 6.1:

e=| Follr — || Fo — (ro,grad(E(ao))) ||x >0

(eg = (ro,grad(E(ap))) ist die beste Approximation an Fy beziiglich des
Gradientenraums von E(ag). )

Ist bei der Konstruktion von (E(a,))nen stets geméf Fall 2 verfahren worden,
dann folgt nach Hilfssatz 6.2

lime, =cfirneJ
n—oo

und es gibt damit ein ny € N, so dafs fiir n € J und n 2 ng gilt:

1
(6.5) €n = 5 <€

Nach Hilfssatz 6.1 gilt (6.5) auch, falls €, geméf Fall 1 berechnet wird.

Fallunterscheidung;:

Fall a: Bei der Teilfolge (E(ay,))ne sei stets nach Fall 2 verfahren worden.
Aus der gleichméafigen Konvergenz ergibt sich wieder die Beschrénktheit der
Frequenzen von (E(ay,))nes (man vergleiche hierzu (6.4) im Beweis zu Hilfs-
satz 6.2), woraus nach Satz 2.8 fiir n € J (wegen grd(E(a,)) = N)

(6.6) lim a, = ag und
n—oo

(6.7) lim r, = 7o (nach Hilfssatz 6.2)
n—oo

folgt.

Auf Grund der stetigen Differenzierbarkeit der Exponentialsummen gibt es
ein M < oo mit

I E(an(c)) = Ean) —cen |l1 £ M fiixn € J, |e] £1;

122



a,(c) ist definiert wie in Satz 6.1.
Folglich gibt es ein C mit 0 < C' < 1, so daf mit (6.5) fiir ¢ € (0,C) erfiillt
ist:

—_
[\

| E(an(c)) — E(a,) —ce, || & zce < 30 M E J ,n2ng.

w

Wie in Satz 6.1 gezeigt, folgt daraus ¢, = oo m € J, n 2 ng; man erhéilt

somit fiir n € J, n = ng:

1 1C ¢
| Blaner) = Ble) I 2 | Fa s = | B s 2 genen 2 555 >0

Dies steht im Widerspruch zur gleichméfigen Konvergenz der Folge.

Fall b: Es gebe eine Teilfolge(E(a,))nes,, J1 C J, bei der geméft Fall 1
verfahren wird.
Wegen ¢, 2 z folgt hier im Widerspruch zur gleichméfigen Konvergenz

1 11
| Eollr = || Fasa |l 2 gZEnZ§Z§€>O neJy,n=ng.

Damit konvergiert die ganze Folge (E(ay,))nen gleichméfig gegen E(ao):
Essei (E(an))nes, J2 € N, eine beliebige (unendliche) Teilfolge. Da (E(ay))nes,
eine Minimalfolge ist, ist sie gleichméfig auf I beschrankt; es gibt also eine
im Innern von I = [u, v] gleichméfig konvergente Teilfolge, die auf jedem ab-
geschlossenen Intervall in (u,v) gleichméfig gegen ein Element von Vi \ Viy_1
konvergiert, da nach Voraussetzung

inf - B> — E(ay,
b =B > f = B I
fiir hinreichend grofses n € J, gilt. Somit konvergiert diese Teilfolge auf I
gleichméRig gegen ein £ € Vi \ Viy_1.
E ist aber, wie gezeigt, Minimallosung und aus der Eindeutigkeit der besten
Approximation folgt F = E(ay).

123



6.1.3 Zur Anwendung des Algorithmus

Zur Konstruktion bester Approximationen geht man nach Braess vor wie
folgt, vgl. [3], Kapitel 14 (p. 267 ff):

a. Approximation beziiglich V,

Um die Voraussetzungen von Satz 6.2 immer erfiillen zu kénnen, geht man
bei der Konstruktion der besten Approximation beziiglich Vi induktiv vor:
Die beste Approximation beziiglich V;" = 1} ist die Nullfunktion;

die Minimallésung F(a) fiir f beziiglich V| sei bekannt und nicht die beste
Approximation beziiglich V. Jede Alternante von f — F(a) in I hat also
hochstens die Lange 2N — 1 und jede bessere Approximation in Vi ist nach
Korollar 3.3 Element von ViF \ Viy_;.

Die Iteration beginnt man mit
E(a1,z) = E(a,r) + ay ™"

wobei an; = 0 und ty; € R nicht im Spektrum von E(a) enthalten ist. Es
gilt also d; = 2N — 1 und die Durchfiihrung des Algorithmus ergibt eine
bessere Approximation F(as) € Vi \ Viy_1 nach Satz 6.1; man erhélt so eine
Folge (E(an))nen, die in

V=AE[EeVy\Vnr, | f=Elli =l f=Ea) |1 < f=E(a):}

enthalten ist.

max f(z) + min f(x)
Falls g := =& 5 vel > 0 gilt, ist die beste Approximation an f

auf T beziiglich V;" in V; \ V; enthalten, und man kann die Iteration in V;"
sofort mit E(ay,z) = ¢ € Vi \ V; beginnen.

Nach Satz 2.3, Satz 2.5 und Satz 2.9 gibt es eine auf I gleichméafig konver-
gente Teilfolge, deren Grenzfunktion nach Satz 2.7 in V enthalten ist.

Bei der Konstruktion der besten Approximation beziiglich Vy ist auf die-
se Weise die Voraussetzung von Satz 6.2 erfiillt und die bei der Iteration
ermittelte Folge (E(ay))nen konvergiert gleichméfig gegen die beste Appro-
ximation an f beziiglich V.

Bemerkung:
Diese Ausfiihrungen zur Approximation beziiglich V3 mit diesem Verfahren
gelten analog auch fiir die Approximation beziiglich V.
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b. Approximation beziiglich V) ohne Vorzeichenbeschrinkung
Liegt die beste Approximation beziiglich V3 (sofern sie existiert) nicht in
V¥, dann ist im allgemeinen die Voraussetzung von Satz 6.2 nicht erfiillt*’
und man hat eine Modifikation des Verfahrens®® durchzufiihren, um den Al-
gorithmus auch hier noch sinnvoll anzuwenden.

Es sei also E(a) € Vy_, die Minimalldsung beziiglich Vy_; an f und die beste
Approximation beziiglich Vyy, deren Existenz angenommen wird, sei nicht in
V¥ oder Vy enthalten; bei induktivem Vorgehen kann man mit Satz 3.4
iiberpriifen, ob diese Voraussetzung erfiillt ist.

Wie oben beginnt man mit

N
E(a17$) = E(CL,ZE) + Z ai,leti’lw )

i=K+1

wobei a;; = 0 fir K <i < N und K = grad(E(a)) gilt und ferner ¢;; € R,
K < i £ N, nicht im Spektrum von E(a) enthalten ist und ¢, < t;41, ist.
Man erhilt eine bessere Approximation F(ay) € Vy nach Satz 6.1 mit dem
Vorzeichenvektor S = sign(E(asz)). Die Modifikation besteht nun darin, daf
bei der Konstruktion einer Folge besserer Approximationen (E(ay,))neny im
Schritt 3 des Algorithmus der Faktor ¢, fiir n € N so klein gewéhlt wird,
dak stets sign(E(a,)) = S gilt. Dies ist nach Satz 6.1 moglich; in der Regel
ist diese Zusatzforderung bereits bei der Bestimmung von ¢, nach Schritt 3
erfiillt.

Erhilt man auf diese Weise eine gegen E(ag) € Vy \ Vy_1 gleichmiifig kon-
vergente Teilfolge, dann ist F(ag) Minimallosung, da diese Zusatzforderung
am Beweis von Satz 6.2 wegen (6.6) und (6.7) nichts dndert: C' > 0 kann
hinreichend klein gewéhlt werden.

Fiir N = 2 tritt dieser Fall im allgemeinen jedoch nicht ein, da es nach Bemer-
kung 4.1 und Satz 4.3 verschiedene Vorzeichenklassen mit besseren Appro-
ximationen als E(a) und damit mehrere lokale Minima gibt. Da die lokalen
Minima, abgesehen von der besten Approximation beziiglich V7, Elemente
von Vi \ V¥ sind (Korollar 4.1), geht man nach Braess vor wie folgt:

2T “wenn die beste Exponentialsumme sowohl positive als auch negative Faktoren ent-

halt”, [3], Kap 14, p. 268
% in [3], Kap 14, p. 269: "Erweiterung des Algorithmus”
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Erhilt man bei der Iteration von Vy(S) zwei oder mehrere Folgen von Fre-
quenzen, die gegen einen gemeinsamen Grenzwert konvergieren, so breche
man die Iteration ab und bestimme durch geeignete Wahl der Frequenzen
ti1, K < i < N, nach Hilfssatz 4.1 und Satz 4.2 eine neue Startfunktion
E(a}), die in einer anderen Vorzeichenklasse enthalten ist, und fiihre hier
eine neue Iteration durch.

Fir K = N — 1 gibt Bemerkung 4.1 die Zahl der Vorzeichenklassen an,
in denen auf diese Weise der Algorithmus angewandt werden kann. Es ist
allerdings nicht gesichert, dafs so sémtliche Vorzeichenklassen mit besseren
Approximationen erreicht werden und ob nicht mehr lokale Minima existie-
ren, als Satz 4.3 angibt.
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6.2 Das Newtonsche Iterationsverfahren

Das Newtonsche Iterationsverfahren, das allgemein fiir nichtlineare Approxi-
mation in [11] beschrieben ist, laft sich nach den Ergebnissen von Kapitel 3
insbesondere bei der Approximation durch Exponentialsummen anwenden.

Es sei F(a) € Vy \ Viy_1 die beste Approximation an f € C(I) auf I = [u, ]
beziiglich Viy; E(a) ist also nach Satz 3.1 eindeutig bestimmt und F := f —
E(a) besitzt in I eine Alternante der Lange 2N+1.

Der Gradientenraum von E(a) hat die Dimension 2N und dies gilt fiir alle
Elemente von {E € Vy | || f — E |l; < i‘r}f | f—w |1}, da diese den
weVN-1

Grad N besitzen. Es existiert also eine Umgebung von E(a) in Vy, so daf die
Elemente dieser Umgebung stets einen Gradientenraum der Dimension 2N
besitzen.

Es sei E(ag) € Vyy eine Niherung fiir E(a), so da es in I 2N+1 Punkte 4,
0 < k< 2N, gibt mit

(6.8) 0 # sign(Fo(x1x)) # sign(Fo(x1641)) #0 0SS kS 2N -1

dabei sei Fy := f — E(ap). In den Punkten x;; nehme |Fy| moglichst grofe
Werte an.

. . : < _
Nach Hilfssatz 3.1 gilt [ nin |Fo(z1k)] = Elen‘ﬁN | f—E |-

In Analogie zum Remez-Verfahren wird man daher versuchen, einen Para-
metervektor a; € R*Y so zu bestimmen, daff mit F} := f — E(ay) gilt:

(6.9) Fy(z14) = (=1)Fr, 0<k<2N

Existiert dieser Parametervektor, dann ist F/(a;) die beste Approximation an
fauf {z1x| 0=k < 2N} und |ry| eine weitere untere Abschétzung fiir die
Minimalabweichung von f auf I. Gesucht ist also (a;, ;) € R*¥™ mit

ge(ar,m) = B(ay,z14) — f(wip) + (=1)'r; =0 0Zk<2N
Demnach ist (ay,7) eine Nullstelle von

90(b, q)
G(b,q) := : , (b,q) e RPVHL p e R?Y
9an (D, q)

Verwendet man das Newton-Verfahren (im R?*Y*!) mit dem Startwert (b, q;) =
(@, q1), 1 geht in die Berechnung nicht ein, so erhdlt man zunéchst formal
firn € N:

JG(bn7Qn) X (bn—i-la(Zn—i-l)t = JG(bnaQn) X (bnaQn)t - G(bn7qn) 5
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Jq ist die Jacobi-Matrix von G.

Es folgt also explizit fir 0 < k < 2N:

2N
Z bni1; D E(bn, w1k) + (=1 gnyn =
j=1
2N
= Z b i D3 E(bn, w1 k) + (1) qn = E(bp, 1) + fz1) — (=1)*4n
j=1

D;E(b) ist die partielle Ableitung von E(b) nach b; mit b = (by,...,bon);
ferner gilt b, = (b1, ..., by2n). Es folgt damit fiir 0 < k£ < 2N:

2N

Z(bn+1,j — b ) DjE(by, 211) + (=1)*qni1 = f(@14) — E(bp, w1

J=1

Hat der Gradientenraum von FE(ap) die Dimension 2N, dann ist fir n=1
dieses Gleichungssystem eindeutig l6sbar und man erhélt den Vektor by —b; =
by — ag € R* . Ist E(ag) weiterhin eine hinreichend gute Niherung fiir E(a),
dann kann a; = by gesetzt werden, d.h. E(a;) = FE(bg) erfiillt (6.9) fiir
numerische Zwecke hinreichend gut.

Im allgemeinen ist dies jedoch nicht der Fall (man vergleiche hierzu Kapi-
tel 8); man hat dann das Newton-Verfahren mindestens soweit durchzufiih-
ren, daf fiir ein n € N

sign(f(x1x) — E(by, 1)) # sign(f(z1441) — E(bn, T1441)) , 0 S k < 2N

erfillt ist.

Da auf diskreten Punktmengen nicht allgemein eine beste Approximation
beziiglich V) existiert, ist nicht gesichert, daf dies stets moglich ist. Es ist
jedenfalls erforderlich, dafs der Gradientenraum der bei der Newton-Iteration
berechneten Elemente E(b,) die Dimension 2N hat.

Ist eine Funktion F(a;) ermittelt worden und approximiert diese f besser als
E(ag), dann verfahrt man mit E(ay), falls E(a) # E(aq) ist, wie mit F(ag)
und erhélt so E(ay), wenn die entsprechenden Voraussetzungen erfiillt sind,
usw.

Da Konvergenzaussagen fiir dieses Verfahren nicht moglich sind, wird man
nach jedem Schritt iberpriifen, ob man eine bessere Approximation erhalten
hat.
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6.3 Approximation bzgl. V; durch Bestimmung von
reellen Nullstellen

Gegeben sei das Intervall T und f € C(I).

Zur Bestimmung der besten Approximation an f auf I bzgl. V; wird ein Ver-
fahren beschrieben, das eine Ubertragung des Remez-Algorithmus darstellt;
im Gegensatz zum Newton-Verfahren von Abschnitt 6.2 ist hier nur eine
reelle Nullstelle, etwa nach Newton-Raphson, zu ermitteln.

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei die Minimallésung E fiir f bzgl.
V1, sofern sie existiert, Element von V; \ V4. %

In I besitzt also f —FE eine Alternante der Lange 3; es liegt daher nahe zu
versuchen, durch Konstruktion der Minimallésung F; fiir f auf einer Menge
X C I mit |X| = 3 die beste Approximation E auf I zu ermitteln.

Es sei X = {x1,29,23} C I mit x; < 23 < 3 so gegeben, daf fir f auf X
die Minimallosung E(z) = ae® € V; existiert und weiter a # 0 erfiillt ist. Es
gilt also

(6.10) ae®™ + (=1)'r = f(z;) 1<i<3 ;
die Minimalabweichung von f auf X sei also |r|, r € R.
Nach Voraussetzung gilt

f(zxs) + f(x2) = a(e™ +e*2) # 0,

so daf man durch Elimination von r und a aus (6.10) das dquivalente Glei-
chungssystem (6.11) erhélt (vgl. Anhang A):

—r = f(x3) — ae*®
(6.1 o = Tl
65$3 _ 65:61 _ f(x3> _ f(x1>
e5T3 4 572 f(zs) + f(xg)
Setzt man
e _ flx) — ()
F(t) := s § ol firteR, w:= —f(xg) @)

so ist die Losung des Gleichungssystems 6.10 zuriickgefiihrt auf die Bestim-
mung einer reellen Nullstelle von F'(t)—w:

29 V) enthélt nur die Nullfunktion, s. Bemerkung 1.1, Punkt 3. Nach Korollar 3.1b ist
die Nullfunktion 0 genau dann die beste Approximation an F auf I beziiglich Vi, wenn
f—0, also die Funktion f selbst, in I eine Alternante der Lange 2 besitzt.
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e die Frequenz s ergibt sich aus F(s) = w

e der Koeffizient a ergibt sich aus der zweiten Gleichung von (6.11):
_ f(@s) + flwa)

- esT3 | esT2

Eine Charakterisierung der Nullstellen von F(t)—w liefert Satz 6.3:

Satz 6.3 Es gibt genau dann ein s € R mit F(s) = w, wenn w < 1 erfiillt
ist, und s ist dann eindeutig bestimmt.

Beweis:
Wegen x1 < z9 < x3 gilt fiirt € R

AF(t) (w3 — 21)e"@778) 4 (23 — 39)e! @372 4 (25 — 3y)et(@1F72) 0
dt (etzs + etw2)? -

F(t) ist also in R streng monoton wachsend.
Weiter erhalt man

. : 1 1
tlgg F(t) = tlggo (1 + etlea—as) — tlus—a) 4 et(m_ml)) -
und analog
lim F(t) = —o0
t——o0

F(t) nimmt also fiir t € R jeden Wert aus (—oo, +1) genau einmal an.
Damit ist der Satz gezeigt.

Bemerkung 6.1 gibt eine nicht-leere Menge von Funktionen an, fiir die das
Gleichungssystem 6.10 losbar ist:

Bemerkung 6.1
Geniigt f € C(I) den beiden Eigenschaften

e sign(f(x) 2 0 oder sign(f(z)) <0 firxz e[
(d.h.: f dndert in I sein Vorzeichen nicht)

e fist in I entweder streng monoton wachsend oder streng monoton fal-
lend

dann gilt fir z; € 1, 1 <4 < 3, mit 21 < 29 < 73
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Damit laft sich der folgende Algorithmus formulieren fiir den (“normalen”)
Fall, daf die Minimallésung FE fiir f auf I beziiglich V] nicht in Vj enthalten
1st.

Schritt 1: Ermittlung einer Startfunktion

Zur Ermittlung einer Startfunktion E;(z) = a,e"” bestimme man drei Punk-
te T € I, 1 é 1 é 3, mit T1,1 < Tro < X3, SO dafs f in {.%171,51317271’1,3} keine
Alternante der Lénge 2 besitzt; nach Voraussetzung ist dies moglich.

Mit
w = f(371,3) - f(x1,1> <1
f(13) + f(z12)
ist t; die reelle Nullstelle von
etxl,?) o etCCLl
Fl(t)—wl = - — W

etr1,3 | elz1,2

Man erhélt a; aus
_ flas) + f(r12)

- el1z1,3 + et1z1,2

Falls fiir die Punkte x;,;, 1 <1 < 3,

t121,4

> 0

r1| = |f(931,3)—a1€

erfiillt ist, wird mit Schritt 2 fortgefahren.
Andernfalls sind neue Punkte x;; zu so wihlen, daft mit diesen |r;| > 0 gilt.
Nach Bemerkung 6.2 ist dies moglich.

Schritt 2: Iterative Berechnung besserer Approximationen

Ausgehend von der in Schritt 1 ermittelten Startfunktion E; werden iterativ
bessere Approximationen F,, Fs, Ey, ... errechnet. Es sei also n = 2.

Ist B, 1(z) = a,_1€™ " nicht bereits die beste Approximation fiir f auf I,
dann bestimme man Punkte z,,;, € I, 1 £ i < 3, so dak

e ( 7& Szgn(f(xn,z) - En—l(xn,i)) = _Sign(f(xn,i—i-l) - En—l(mn,i—&—l)) fiir
i € {1,2} erfiillt ist und weiterhin

o f[—E, 1inux,; fiir 1 £¢ < 3 dem Betrage nach einen moglichst grofsen
Wert annimmt

Nach Konstruktion von FE,_; ist dies moglich.

Mit
f(zn3) = flzn)

Wy, 1= <1

f(@ns) + f(n2)
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ist t,, die reelle Nullstelle von

etl‘n,g _ et”:”vl

Fn(t)_wn = —etCCn,Zs i etl‘n,Z — Wy,

Man erhéilt a,, aus
_ f(@ng) + (@)

n etnmn,i’a + etxn,2

Ist E,(x) = a,e'* nicht die beste Approximation, dann wird dieser Schritt
mit n+1 erneut durchgefiihrt.
Falls || f — En ||1 2 || f — En-1 ||1 gilt, wird das Verfahren beendet.

Bemerkung 6.2

Fiir jedes Element f der in Bemerkung 6.1 beschriebenen Funktionenklasse
ist das Verfahren stets durchfiihrbar:

Zunachst besitzt f nach Voraussetzung in keiner Punktemenge X C [ eine
Alternante der Lange zwei.

Nimmt man an, dafs bei der Ermittlung einer Startfunktion fiir jede Menge
X C1I,| X |=3, stets | r; |= 0 gilt, dann folgt mit Satz 1.1: f € Vi:

denn dann gibt es fir {1, 25,23} C I, 1 < 29 < 3, ein B} € V] mit
Ey(x;) = f(z;), 1 £ 1 < 3, und fiir jede Menge {z1,29,7}, T € I, v1 # T #
T, €in Fr € Vi mit Ex(x;) = f(x;), i = 1,2 und Ex(ZT) = f(T), woraus
E; = FE, = f folgt.

Die Existenz einer Minimallésung £ € V; fiir beliebiges X ist aber nicht
gewahrleistet wie Beispiel 6.1 zeigt. Es konnen somit auch hier Schwierig-
keiten, dhnlich wie beim Newtonsche Iterationsverfahren von Abschnitt 6.2,
auftreten.

Beispiel 6.1

X ={0.5,1}, f0)=f(3) =0, f1) =1

Es sei a, = e, t, = n fir n € N; mit E,(r) = a,e™ ist (E,)nen C V) eine
Minimalfolge fiir f auf X bzgl. Vi, denn es gilt

Tim | f = By [y =0

Es gibt jedoch keine beste Approximation an f auf X bzgl. V;.
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Bemerkungen:

1.

Weitergehende Untersuchungen, etwa Aussagen zur Konvergenz waren
mir hier nicht moglich.

. Es stellt sich die Frage, inwieweit man dieses Verfahren fiir die Ap-

proximation in Vy mit N = 2 verallgemeinern kann und somit, im
Gegensatz zum Newtonschen Iterationsverfahren, nur die Frequenzen
von Naherungen durch Bestimmung von Nullstellen ermittelt und dann
die linearen Parameter direkt berechnet; eventell kann man auf diesem
Wege wie hier fiir N =1 Aussagen iiber die Existenz bester Approxi-
mationen auf diskreten Punktmengen X mit |X| = 2N + 1 erhalten.

Zur numerischen Durchfithrung des Algorithmus, insbesondere zur Be-
stimmung der Nullstellen ¢,, beachte man Kapitel 9; die dort angege-
benen Beispiele lassen das Verfahren als brauchbar erscheinen.

Die Idee zur Losung des Gleichungssystems 6.10 geht zuriick auf H.J.
Maehly, Numerical Solution of a Certain Transcendental Equation In-
volving Exponentials (A Remark on a Paper of J.R.Rice), J.Soc.In-
dust.Appl.Math., Vol. 10 (1962).
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Teil 111

Numerische Experimente und
Erprobung der
Iterationsverfahren

7 Beispiele zum Verfahren von Braess

Fiir den Teztteil von §7 von [26] wird auf Anhang B verwiesen.

In den Abschnitten 7.1, 7.2 und 7.3 von [26] wird das Verfahren von Braess
fiir f(z) = V& auf dem Intervall I = [0,1] mit N=1 und N=2 durchgefiihrt:

o [n Abschnitt 7.1 erfolgt die Approximation beziiglich Vi nach Fall 1 und
Fall 2

o In Abschnitt 7.2 werden Startfunktionen fir die Iteration in Vo berech-
net, ebenfalls nach Fall 1 und Fall 2

e In Abschnitt 7.8 wird die Konstruktion einer Minimallosung fir f be-
ztiglich Vo durchgefiihrt.

In Abschnitt 7.4 von [26] wird in das Konvergenzverhalten des Verfahrens
von Braess anhand der Funktion f(x) = (14 x)~" in Vi behandelt.

Anmerkung:
Diese Berechnungen wurden auch mit dem Programm BRAESS [28] durch-
gefiihrt, stets nach Fall 2, s. [29]

7.1 Approximation von f(x) = y/x in [0,1] mit N=1 nach
Braess

Siehe §7.1 von [26]

7.2 Konstruktion von Startfunktionen
Siehe §7.2 von [26]

134



7.3 Zur Konstruktion der Minimall6sung fiir f(x) = v/x
in [0,1], N=2
Siehe §7.3 von [26]

1

7.4 Zur Konvergenz des Algorithmus mit f(x)zl n
X

und N=3
Siehe §7.4 von [26]
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8 Approximationen fiir die Riemannsche Zeta-
funktion nach dem Newtonschen Iterations-
verfahren

Zur Erprobung des Newtonschen Iterationsverfahrens von Abschnitt 6.2 wer-
den fiir die Riemannsche Zetafunktion

1
((z) = v
n=1

in den Intervallen [2, 3] und [2, 4] Approximationen aus Vy fir 1 £ N < 4
ermittelt.

Die Startfunktionen, die die Voraussetzung (6.8) erfiillen, sind nach dem
Verfahren von Meinardus berechnet worden; es werden jeweils die Punkte x
und xony_1 mit h angegeben.

Aus den gleichen Griinden wie in [26], §7 wird auch hier die Approximation
auf einer diskreten Punktmenge X durchgefiihrt:

1
X={24+1ix — <;<2
{—i—z><256|0_z_ 56 x d}

Dabei ist d = 1, falls auf [2, 3|, und d = 2, falls auf |2, 4] approximiert wird.

Fiir jeden Iterationsschritt werden die Punkte xg, ..., zoy aus X (ohne zu
runden) angegeben, mit denen das Newtonsche Verfahren zur Losung von
(6.9) durchgefiihrt wird; in dieen Punkten hat die durch die Startfunktion
bzw. die durch die im vorausgehenden Iterationsschritt ermittelte Naherung
F gegebenen Fehlerfunktion F' = ( — E eine lokales Extremum fiir x € X.
Nach jedem Schritt mit dem Newton-Verfahren werden die neu ermittelten
Parameter a;, ¢; fiir 1 <4 < N und die Werte F; der entsprechenden Fehler-
funktion angegeben:

N
Fy=((r) =) a;e"” 0Zi<2N
j=1

Dabei wird zur Durchthrung eines jeden Iterationsschrittes nach Newton ver-

fahren, bis erfiillt ist:

maxogjeen |51
ming<j<on [F] =

Eine derartige Vorschrift ist wesentlich, wie die Approximationen fiir N = 2
zeigen.
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Wie in [26], §7 wird im Anschluf an jede Iteration eine Auswertung der
letzten Fehlerfunktion (fiir das ganze Intevall) zur Abschétzung der Mini-
malabweichung und der erreichten Genauigkeit angegeben. Es sind dabei die
Abschétzungen (8.3) zu beriicksichtigen: fiir die Nullstellen und die lokalen
Extrema im Innern des betreffenden Intevalles werden in Klammern eine
obere Schranke fiir den Betrag des Fehlers angegeben. Abschétzungen fiir
die Genauigkeit der Funktionswerte sind durch (8.3) gegeben.

Numerische Auswertung von ((x)

[e.e]

1
Die Auswertung von ((z) = Z — fiir x > 1 wird durch Anwendung der
nx

n=1
Eulerschen Summenformel nach K.Knopp, [10], vorgenommen; alle Seitenan-
gaben beziehen sich auf [10].

Es gilt fir £ € N ([10], p. 549):

k 29—2

1 1 Boy; , '
((z) = E+§+Z((2—5)' H(:E+j))—Rk(x) , x> 1, mit
i=1 T j=0
2k _=p :
Ri(z) = g($+z)/1 tii;lil)dt.

Die Grofen B; sind die Bernoulli-Zahlen ([10], p. 185)

1 1 1 1
By=1,Bi==-,By=-,Bs=Bs=B;=...=0,By=—, Bg=—, ... ;
0 ) 1 27 2 67 3 5 7 , D4 307 6 427 )

Die Bernoulli-Polynome Poy, und Py sind gegeben durch ([10], p. 541)

o0

B 2 cos 2nmt
Py(t) = (1" IZW
n=1
(8.1) keN
_ . 2sin 2n7t
Pyya(t) = (1) 1ZW
n=1

Es wird k£ = 3 verwendet:

6

(8.2) Ry(z) = [[(x + ) /1 ]Z—g)dt + /1 :O f;—f?dt]

=0
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Mit Px(t) =0 Z ( )B 2™* ([10], p. 542) erhilt man nach umfangreicher,

jedoch elementarer Rechnung

10 9 n+1
P (t) Pr(t)
/1 tx+7 dt = Z/ tx—i—? dt

_ Z n -+ 1 1-— 1O_I_5 n 10—w—3 —1 i
= [Liso(z +14) 7!6(37 +6)(z+5) 6 H?:3(a; + 1)
1 —107=1 107 —1 —107=*!

TR ) 20t (@ 1> 1o+ 1)

Zur Abschétzung von

R(x) := H(x + 1) /1:O ];;(i) dt

1=0

2 1
wird | Pg(t)| = )" ; v k € N, benutzt, was aus (8.1) folgt.
By (2
Mit Z = )k 1% (|10], p. 245) fiir k € N erhélt man speziell
fiir P2k+1
2 1 2 <« 1 _ 1 By
< <
| Pag1(8)] = (2m)2+1 ; FETEEE (27 )2k +1 ; n? = 21 (2k)! keN
Es folgt:
‘ B . By 1
R(z)| < . AL = )9 107%°6 =
|R(=)] 1!0”+”)2wwg/‘ 11(x4'”2w6!x-k6 0
5
Bs N
= 36 AO(x—i—z)lO 6

|R(z)| ist im Intervall (1.1072, 00) monoton fallend; spezielle Werte:

27x1070 2 >20
1.8x1071° :22>25
(8.3) |IR(z)] <{ 1.1x107" :22>30
06x107'% :22>35
3.2x 107" 2 2>40
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Mit (8.2) erhélt man nach einigen Zwischenrechnungen:

((z) = xil—|—%—i—%x—i—%x(ac+1)(x+2)+%x(az+l)(m+2)(a@+3)(z+4)—
—H(;E—i—i)/l ];Zg)dt—l%(:v):

_ 1+29:i+ w(e +1)( +2)[(@ +3)(w +4) — 4200]

‘s e 30240 x 107+

1 T 5x + 95
— — 1.
+10x+1(12+ p—] )—R(z), x>

Fiir die folgenden Berechnungen von ((z), x € [2,4], wird R(x) vernach-
lassigt. Abschétzungen fiir den hierdurch entstehenden Fehler sind also mit
(8.3) gegeben.

Die Berechnungen: Siehe §8 von [26]
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9 Zur Approximation beziiglich V; nach dem
Verfahren von Abschnitt 6.3

Mit dem Verfahren von Abschnitt 6.3 ist die Approximation von f(x) = /x
auf [0,1] und der Riemannschen Zetafunktion ¢ auf [2,3] und [2,4] durchge-
fiihrt worden; Man beachte hierzu Bemerkung 6.1.

Zur Konstruktion einer Startfunktion auf Intervall [a,b] werden die Punkte
a+b

T =a, Ty = , r3 = b verwendet.
Die Frequenzen t,, werden iterativ nach Newton-Raphson ermittelt: der Start-
wert fiir die Bestimmung von t; ist stets 0, fiir n = 2 wird ¢,,_; als Startwert

fiir die iterative Bestimmung von t,, verwendet.

Die Approximationen werden wie oben auf diskreten Punktmengen X durch-
gefiithrt. Die Auswertungen der Fehlerfunktionen erfolgen wieder fiir das ge-
samte Intervall.

In den Abschnitten 9.2 und 9.3 erfolgt die Auswertung der Riemannschen
Zetafunktion wie in Kapitel 8; entsprechend gelten die Bemerkungen iiber
die Genauigkeit der angegebenen Werte.

Fiir den Vergleich der Ergebnisse mit denen von Kapitel 8 beachte man, daf
X in den Abschnitten 9.2 und 9.3 weniger Punkte enthélt als in Kapitel 8.

Anmerkung (Februar 2023):
Diese Berechnungen wurden nochmals mit EXPFJP [30] durchgefiihrt.

9.1 Approximation von f(x) = +/z auf [0,1]
i
100

1. Iterationsschritt:
z; = 0.0 To = 0.5 3 =1.0
5 Schritte nach Newton-Raphson ergeben:
t1=+1.762 747 174 038 ; Fehler: + 10~ "2
Es folgt:
a1=0.207 106 781 186
Zeichung 9.1 zeigt die Fehlerfunktion.

Es ist X = {— | 0 < i < 100}.
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2. Iterationsschritt:

T3 = 1.0

3 Schritte nach Newton-Raphson ergeben:
t2=+1.751 452 157 150 ; Fehler: + 10712

Es folgt:

a2=0.209 953 239 189
Zeichung 9.2 zeigt die Fehlerfunktion.

Ende der Iteration

Auswertung der Fehlerfunktion

Die Nullstellen

Lokale Extrema und Funktionswerte

0.0 -0.2099532392
0.0530896736
0.4218434150 +0.2099570814
0.8421382898
1.0 -0.2099532392
0.3
0.2}
0.1}
0
—0.1f
—0.2
_03 L L L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Zeichnung 9.1
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0.3

0.2}

0.1

—0.1}F

_0.3 L L L L L

0 0.2 0.4 0.6 0.8

Zeichnung 9.2

9.2 Approximation von f(x) = {(x) auf [2,3]

7
1 = {2. — <7 <1281,
Es ist X {20+128|0_z_ 8}

1. Iterationsschritt:
4 Schritte nach Newton-Raphson ergeben:
t1=-0.321 034 683 610 ; Fehler: + 10712
Es folgt:
al=+3.064 974 872 707
Zeichung 9.3 zeigt die Fehlerfunktion.
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2. Iterationsschritt:
x; =2.0 9 = 2.390625 x3 = 3.0
3 Schritte nach Newton-Raphson ergeben:
£2=-0.321 380 719 310 ; Fehler: 4+ 10712
Es folgt:
a2=+3.064 296 199 406
Zeichung 9.4 zeigt die Fehlerfunktion.

Ende der Iteration

Auswertung der Fehlerfunktion
Die Nullstellen Lokale Extrema und Funktionswerte
2.0 +0.033 609 618 743
2.09944560
2.394200(3.4e-5) -0.033 613 341 238
2.79300401
3.0 +0.033 609 618 743
+0.04
+0.03 | *
+0.02 | *
+0.01 | *
0.00
—0.01 i
—0.02 |- i
—0.03 | |
—0.04 | :
2 2.2 2.4 2.6 2.8 3

Zeichnung 9.3
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+0.04

+0.03 |

+0.02

+0.01 |

0.00

—-0.01}

—0.02 |

—0.03

—0.04 ! ! ! ! ! !

2 2.2 24 2.6 2.8 3

Zeichnung 9.4

9.3 Approximation von f(x) = {(x) auf |2,4]
ist X — <<
Es ist X = {2.0+ 52 | 0 < i < 256},

1. Iterationsschritt:
z; = 2.0 T9 = 3.0 3 =4.0
4 Schritte nach Newton-Raphson ergeben:
t1=-0.220 167 923 889 ; Fehler: + 10712
Es folgt:
al=+2.453 432 894 140
Zeichung 9.5 zeigt die Fehlerfunktion.

2. Iterationsschritt:
x; = 2.0 Ty = 2.6796875 x3 =4.0
3 Schritte nach Newton-Raphson ergeben:
£2=-0.221 422 241 102 ; Fehler: + 1072
Es folgt:
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a2=+2.448 506 467 119
Zeichung 9.6 zeigt die Fehlerfunktion.

Ende der Iteration

Auswertung der Fehlerfunktion
Die Nullstellen Lokale Extrema und Funktionswerte

2.0 +0.072 485 893 085
2.15753518
2.678848(3.2¢-5) -0.072 486 014 988
3.50969112

4.0 +0.072 485 893 085

+0.08
+0.07 | .
+0.06 |- .
+0.05 | :
+0.04 | :
+0.03 | :
+0.02 | :
+0.01 | .

0.00
—-0.01}
—0.02 |
—0.03 | h
—0.04 | h
—0.05 | h
—0.06 |
—-0.07 |

70'08 L L L L L L L L L
2 22 24 26 28 3 32 34 36 38 4

Zeichnung 9.5
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+0.08
+0.07
+0.06
+0.05
+0.04
+0.03
+0.02
+0.01

0.00
—0.01
—0.02
—0.03
—0.04
—0.05
—0.06
—0.07
—0.08

2.2

24

2.6

2.8 3 3.2

Zeichnung 9.6
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10 Das Lokale Kolmogoroff-Kriterium bei der
Konstruktion besserer Approximationen

Es sei f € C(I) und E(s) € Vy gegeben.

Im Beweis von Theorem 89 in [12] (Satz 2.10 in [12]) wird gezeigt:

Gibt es ein b € R*™* mit (b, grad(E(a, z))(f(xx) — E(a,x)) > 0 fiir
1 £k < m, wobei {z}, | 1 £ k < m} die Menge der Extremalpunkte von
f— E(a) in I ist, dann gibt es ein C' > 0, so dass

If=E(a+cb) | <l f—E(a) Iz

fir ¢ € (0, C) ist.
N
Es sei E(a,x) = Z a;e""”. Gibt es in V) bessere Approximationen als E(a)

i=1
fiir f, so wird zur Konstruktion besserer Approximationen folgender Ansatz
nahegelegt, falls f — E(a) endlich viele Extremalpunkte in I besitzt:

1. Man l6se die lineare Optimierungsaufgabe

N
(10.1) (f(zx) = E(a, 24)) Y _(bi + bygiaizp)e™ —p 2 0 1<k <m
=1
b, > —1
(10.2) 1<i<2N
by < +1
u = Max!

mit den Unbekannen p, b;, 1 < ¢ < 2N; dabei besitzt f — F(a) in I genau m
Extremalpunkte x;, 1 £ k < m < oo.

2. Erhélt man eine Losung mit g > 0, dann setze man ¢ = 1 und bestimme
durch sukzessives Halbieren ein ¢ > 0 mit

I1f=E(a+cb)|r < f-E)ll:

wobel b = (bl, c. ,ng) ist.
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Hierzu ein Beispiel:

1
Esist N =3, f(x) = 112 I =0, 1]; die Approximation wird auf
x

X = {1%0 |0 < i £ 100} durchgefithrt®.

Die Ausgangsfunktion F(a) ist gegeben durch die Parameter
al=+0.053 824 480 , t1=-4.282 493 872

a2=+0.400 482 842 , t2=-1.540 603 343

a3=+0.545 644 214 , t3=-0.277 434 496

Zeichnung 10.1 stellt die Fehlerfunktion dar.

1. Iterationsschritt:

Es ist hier m = 1 und x; = 0.0; als Losung der Optimierungsaufgabe erhalt
man b1 = bQ = bg = 10, b4 = b5 = b@ = OO, on = 0.000145 .

Eine bessere Approximation erhilt man mit ¢ = 27'7:

al=+0.053 832 109 , t1=-4.282 493 872
a2=+0.400 490 472 , t2=-1.540 603 343
a3=+0.545 651 843 , t3=-0.277 434 496

Zeichnung 10.2 stellt die Fehlerfunktion dar.

2. Iterationsschritt:

Es wird hier m = 2 und x; = 0.0, x5 = 0.13 verwendet. Als Losung der
Optimierungsaufgabe erhdlt man by = by = b3 = 1.0, by = b5 = bg = 0.0,
p = 0.000077 . Eine bessere Approximation erhilt man mit ¢ = 272%:

al=+0.053 833 063 , t1=-4.282 493 872
a2=+0.400 491 426 , t2=-1.540 603 343
a3=+0.545 652 797 , t3=-0.277 434 496

Zeichnung 10.3 stellt die Fehlerfunktion dar.

Bei Fortsetzung der Iteration erhélt man keine wesentlich bessere Approxi-
mation mehr: ¢ muss von Schritt zu Schritt kleiner gewéhlt werden und als
Losung der Optimierungsaufgabe erhélt man by = by = b3 = 1.0, by = b5 =
bg = 0.0; an den Frequenzen wird also nichts gedndert. Dies gilt auch dann,
wenn man m grofer wahlt.

Es sei E(a) die hier gegebene Startfunktion, F(a') die mit dem achten Iterati-
onsschritt von 7,4A gegebene Losung und (by, . .., bg) = a’ — a; die b; erfiillen

30 Die Optimierungsaufgabe ist nach dem Simplex-Algorithmus mit dem FORTRAN-
Unterprogramm SIMPX des Rechenzentrums gelost worden
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die Restriktionen (10.2) und mit diesen Werten folgt aus (10.1) fiir p:

p<24x107°

Aus diesen Ergebnissen kann man folgern, dass im allgemeinen das Verfahren
in dieser Form fiir die praktische Ermittlung von Minimallésungen wenig
brauchbar ist, da hierfiir  nicht minimal sein muss.

5-107° —

4-107° | .

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Zeichnung 10.1
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-107°

-107°

-1073

1070

1075

-107°

-1073

1070

1070

Zeichnung 10.2

—_

Zeichnung 10.3
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Anhang A:
Herleitung der Gleichungen (6.11)

1. Aus der Gleichung (6.10) mit ¢ = 3 folgt unmittelbar

2. Ersetzen von r in der Gleichung (6.10) mit i = 2:

f(x2) =71 = f(w2) + f(x3) — ae’™™
f(z3) + f(z2)
flxs) + f(x2)

ae’™? =

= qe® 4 qe®™?

=

—r = f(x3) — ae’™

a =

esT3 | esT2

3. Ersetzen von r und a in der Gleichung (6.10) mit ¢ = 1:

s

f(z1)
f(z1)

f(z1)
fz1) — f(x3)

f(%) - f(953)
f(xﬂ - f($3)

f(xs) + (2,

_ Slas) — fla)

ae - T
T T o 4 fag) — ae
f(ZL'3) + f(x2)eszl + f(% ) _ f(l’g) + f(l’g) 53
€573 | @572 3 e5T3 | @sT2
e (f(xs) + flw2)) — e (f(w3) + f(22)
e5T3 | eST2
(e — ) (f(w3) + f(22))
€573 | eST2

(63901 _ esxg)

= (_1) X e5T3 | eST2
also: (e — ™)

e5T3 | @sT2
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Anhang B:
§7 der Diplomarbeit (BTEX-Version)*

Vorbemerkung:

Zur technischen Durchfiihrung der folgenden Berechnungen gelten die Anga-
ben von Abschnitt 5.4; da hier direkt Listen des Rechenzentrums verwendet
werden, sind die Zahlen in Gleitkommadarstellung angegeben. Wie in Ab-
schnitt 5.4 werden in den Zeichnungen die jeweiligen Fehlerfunktionen darge-
stellt; weiter werden die Bezeichnungen, wie sie zur Herleitung der Verfahren
benutzt worden sind, beibehalten.

§7 Beispiele zum Verfahren von Braess
Bemerkungen, Erlduterungen
1. Es ist hier stets I = [0, 1].

2. Der Algorithmus von Braess wird, falls nicht anders angegeben, ge-
mék Fall 2 durchgefiihrt; die lineare Approximation nach Schritt 2 des
Verfahrens wird mit dem allgemeinen Remez-Algorithmus (s. z.B. [12],
Abschnitt 7.1, p. 107) ermittelt.

Um dabei nicht die Differenzierbarkeit der hier zur Demonstration be-
nutzten Funktionen f zu verwenden, wird die Approximation auf den
Punkten ,

xi:ﬁ, 0<i<100
durchgefiihrt; der hierbei entstehende Diskretisierungsfehler kann ver-
nachléssigt werden. Es wird so nach Remez iteriert, dafs

max |F(x;) — €' (z;)|

(7.1) 0272100 SS 101

F(r) — elz:
oggﬁ)o‘ (z:) — e(x)
erfiillt ist, wobei e die beste lineare Approximation an F auf z;,

0 < ¢ <100, und € eine durch die Remez-Iteration gegebene Niherung
fiir e sei. F ist die nach Schritt 2 des Braess-Verfahrens zu approximie-
rende Fehlerfunktion.

31 dies ist der Textteil von [26], §7, inkl. der einleitenden “Vorbemerkung” von “Teil IIT”
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Zu jedem Iterationsschritt werden zundchst die Parameter r; der linea-
N N

ren Approximation Z(m + ryiia;r)e " angegeben, wobei Zaiet”
i=1 i=1

die entsprechende Startfunktion bzw. die im vorhergehenden Iterati-

onsschritt ermittelte Naherung ist.

3. Der nach Schritt 3 des Braess-Verfahrens ermittelte Faktor, mit dem
eine bessere Approximation berechnet wird, ist mit C bezeichnet und
wird als Bruch angegeben, so dafs dem Nenner leicht entnommen werden
kann, wie oft zur Durchfiihrung von Schritt 3 die Norm der Fehlerfunk-
tion bestimmt werden mufs; dann folgen als Resultat des Iterations-
schrittes die Parameter der somit gegebenen besseren Approximation,
die wieder mit a;, t;, 1 £ i < N, bezeichnet werden. (Bei der Indizierung
wird der Iterationsschritt nicht angegeben, da keine Verwechslungen zu
befiirchten sind.)

4. An jede Iteration schlieftt sich eine Auswertung der Fehlerfunktion f—FE
auf ganz I an, wobei E die im letzten Iterationsschritt ermittelte Nahe-
rung sei; es werden die Nullstellen und lokalen Extrema von f — E mit
den dazugehorigen Funktionswerten angegeben, so dafs eine Abschét-
zung der Minimalabweichung von f mdoglich ist.

Die Experimente

In den Abschnitten 7.1, 7.2 und 7.3 wird der Algorithmus fiir f(x) = vz mit
N=1 und N=2 durchgefiihrt, Abschnitt 7.4 behandelt das Konvergenzverhal-
ten dieses Verfahrens anhand f(z) = (1+ )" und N = 3.

In Abschnitt 7.1 erfolgt zunéchst die Approximation beziiglich V; nach
Fall 2. Wahrend die Iteration von 7.1A wie oben beschrieben durchgefiihrt
ist, wird in 7.1B die Remez-Iteration bereits beendet, wenn der Quotient
von (7.1) kleiner als 2 ist. Fiir die Rechnung bedeutet dies, daf in jedem
Iterationsschritt von 7.1B nur 2-mal, in den beiden ersten Schritten von 7.1A
jedoch 4-mal und in den folgenden 3-mal nach Remez iteriert wird.

In 7.1B ist daher der Rechenaufwand beachtlich kleiner als in 7.1A, nach dem
dritten Iterationsschritt ist aber mit den so bestimmten Parametern r; und
ry keine Verbesserung nach Schritt 3 mehr moglich; andererseits diirfte fiir
viele Zwecke die erreichte Genauigkeit geniigen.
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In den Abschnitten 7.2 und 7.3 werden zur Approximation von f beziiglich
V5 die Berechnungen des Algorithmus sowohl fiir Fall 2 als auch Fall 1 durch-
gefiihrt:

In Abschnitt 7.2 werden Startfunktionen fiir die Iteration in V5 angegeben,
wobei aus Platzgriinden die Parameter der linearen Approximation nicht auf-
gefiihrt werden.

Wie in §6 beschrieben, geht man zur Ermittlung von Startfunktionen aus von

a1e"” + aze’?”, as = 0,ty #t1 ,

wobei a1, t; die im b5-ten Iterationsschritt von 7.1A ermittelten Parameter
sind.

In 7.2A sind die Ergebnisse fiir die Berechnung nach Fall 2 angegeben.

Fiir die Berechnung von 7.2B nach Fall 1 ist

X ={0.0, 0.3, 0.415, 0.6, 1.0 }

benutzt worden; man beachte hierzu Zeichnung 10.
Es sind die Startfunktionen fiir to € N mit —15 < ¢, < 14 angegeben:

e fiir to < 1 liegen die Startfunktionen in Vo(—,+)
o fiir to = 2 liegen die Startfunktionen in Vo(+4, —),

was auch aus §4 folgt.

Die Norm der mit diesen Startfunktionen gegebenen Fehlerfunktionen ist auf
ganz | ermittelt worden; sowohl in 7.2A wie in 7.2B erhélt man bei t, = —10
ein Minimum fiir die Norm der Fehlerfunktion.

In Abschnitt 7.3 wird die Konstruktion einer Minimallosung fiir f beziiglich
V4 durchgefiihrt.

Die Ergebnisse von Abschnitt 7.2 legen es nahe, Startfunktionen mit ¢, < 1.0
zu verwenden; die [teration von 7.3A bzw. 7.3B geht von der Startfunktion
mit t5 = —5.0 von 7.2A bzw. 7.2B aus:

e in 7.3A erfolgt die Berechnung nach Fall 2

e in 7.3B wird geméf Fall 1 mit |X| = 5 verfahren, so das man die lineare
Approximation nach Schritt 2 durch Losung eines linearen Gleichungs-
systems erhélt.

Es zeigt sich, daf bei Verwendung der Startfunktionen mit
ty € {—7.0,—-9.0,—11.0,—-13.0,—15.0}

ebenfalls 5 Iterationsschritte notig sind, um die Genauigkeit zu erhalten,
wie sie in 7.3A bzw. 7.3B erzielt worden ist; die Iterationen, die von den
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Startfunktionen mit to, = —9.0 oder ¢t = —11.0 ausgehen, konvergieren also
nicht schneller, was man (nachtréglich) wohl erwarten wiirde.

Verwendet man wie in 7.3C und 7.3D die Startfunktionen mit 5 = 0.0, so
muft der Faktor C zur Verbesserung so klein gewahlt werden, daf die Folgen
schlecht konvergieren; dies ist unabhéngig davon, ob nach Fall 2 wie in 7.3C
oder nach Fall 1 wie in 7.3D gerechnet wird. Die Iteration von 7.3C ergibt
erst mit dem 25. Iterationsschritt ene Losung mit der Genauigkeit, wie sie in
7.3A gegeben ist.

Geht man von den Startfunktionen mit ¢, = 2.0 aus, so erhélt man Iteratio-
nen, die duferst langsam konvergieren. Die Startfunktion mit ¢t = 7.0 in 7.2A
ergibt (nach Fall 2 berechnet) nach 180 Iterationsschritten eine Naherung mit
den Parametern

a; = +0.191596 t1 = +2.514113
as = —0.007498 1o = +5.072941

(Zeichnung 26)

In jedem Iterationsschritt ist der Faktor C kleiner als 32 Da man hier

4096
nur vermuten kann, dafs die beiden Frequenzen bei Fortsetzung der Iteration

gegen einen gemeinsamen Grenzwert konvergieren, werden die Schwierigkei-
ten deutlich, die die Anwendung des Algorithmus bei der Approximation
ohne Vorzeichenbeschrankung mit sich bringen kann.

Die Iterationen in V5 verlaufen bereits bei Bestimmung von C nach Schritt 3
stets in nur einer Vorzeichenklasse von V5.

Diese Ergebnisse lassen es sinnvoll erscheinen, bei der Konstruktion einer
Minimallosung nach Braess im allgemeinen mehrere Startfunktionen zu kon-
struieren und zundchst mehrere Iterationen nebeneinander durchzufithren. So
kann man hoffen, eine Iteration zu erhalten, die mit vertretbarem Aufwand
eine Losung liefert. Héatte man sich bei der Approximation von f beziiglich
Va inVa(—, +) auf die Iteration von 7.3C und in Va(+, —) auf die oben ange-
gebene Iteration beschrinkt, so wére trotz ernormen Rechenaufwands lange
ungeklart geblieben, in welcher Vorzeichenklasse die Losung enthalten ist.

1
32 —12
= 0.0002441, 4096 = 2
4096 ’
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In Abschnitt 7.4 wird in das Konvergenzverhalten dieses Verfahrens an-
hand der Funktion f(z) = (14 #)~! mit N = 3 behandelt:

Fiir die Iterationen in 7.4A und 7.4B werden die Parameter der Startfunktio-
nen mit dem Verfahren von Meinardus unter Verwendung der angegebenen
Punktemengen ermittelt; es geniigt die Angabe von xg und z5. Die Start-
funktion von 7.4A sei E;, die von 7.4B sei Es: es gilt also (vgl. Zeichnungen
27, 36)

A f=Exllr < f—Erll

Dennoch bendétigt man von Fy ausgehend doppelt soviele Iterationsschritte
wie in 7.3A, um die gleiche Genauigkeit zu erhalten.

Neben der Konstruktion der besten linearen Approximation nach Schritt 2
erfordert die Bestimmung des Faktor C in Schritt 3 den groften Teil des
Rechenaufwandes. Beachtet man dies, dann wird an diesen Beispielen die
Bedeutung der Startfunktion deutlich. Es zeigt sich, dafs in der Regel der
Faktor C im Verlauf der Iteration wichst, falls eine Minimallésung ermit-
telt wird. Um den Rechenaufwand moglichst klein zu halten, wird daher zur
Ermittlung des Faktors C vorgeschlagen:

e Bei Beginn der Iteration verfahre man wie in Abschnitt 6.1 beschrie-
ben. Bei den weiteren Iterationsschritten gehe man vom Faktor C des
vorhergehenden Iterationsschrittes aus und priife, ob man hiermit eine
bessere Approximation erhélt.

e Gilt dies, dann bestimme man durch sukzessives Verdoppeln den ge-
suchten Faktor, den man nach Schritt 3 von 1 ausgehend durch (héu-
figeres) Halbieren erhélt.

o Andernfalls hat man mit diesem Faktor nach Schritt 3 zu verfahren.

Die Iterationen werden dann abgebrochen, wenn die Parameter r; der linearen
Approximation einen kleineren Betrag als 5 x 107'° haben. Quadratische
Konvergenz ist dabei nur bei den letzten Iterationsschritten zu beobachten.

Diese Beispiele zeigen weiter, daft die Konvergenzgeschwindigkeit der ermit-
telten Folgen im allgemeinen unabhéngig davon ist, ob nach Fall 1 oder Fall 2
verfahren wird.
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