f2 Approximationen fiir die Riemannsche Zetafunktion
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zur Erprobung des Newtonschen Iterationsverfahrens von
Abschnitt 6.2 werden fiir die Piemannsche Zetafunktion
[oe]
¢ 1
L —%
n=1 n

g (x)=

in [2,3] und [2,4] Approximationen aus V. fiir 1<NMc4 ermittelt.

Die Startfunktionen, die die Voraussetzuna (6.lo) erfiillen,
sind nach dem Verfahren von Meinardus bherechnet worden; es
werden Jjeweils .die Punkte Xq und ¥on-1 mit h angeceben.

Aus den qleichen Grilinden wie in £7 wird auch hier die

Approximation auf einer diskreten Punktmencdc X durchoefihrt:

.1 :
¥={2+ 1—§§€-i ociz2564d )
Dabei ist d=1, falls auf [2,iL und ad=2, falls auf [2,4}
approximiert wird.
Fiir jeden Iterationsschritt werden die Punkte Xo""'XZN

aus X (ohne zu runden) angeaeben, mit denen das Newtonsche

Verfahren zur L&sunqg von (6.11) durchaefiihrt wird; in diesen

Punkten hat die durch die Startfunktion bhzw. die durch die

im vorhergehenden Iterationsschritt ermittelte Nedheruno E

gegebene Fehlerfunktion F=¢-E ein lokales Extremum fir ¢ ¥X.

Mach jedem Schritt mit dem Mewton-Verfahren werden die neu
ermittelten Parameter ai,t.1 flir 1<i<t und die Werte Fi der
entsprechenden Fehlerfunktion anaeachen:

M t..‘fi

F,.=g(x,)- y a.e J 0<1<2N .
1 b 7 ===

j=1

Dabei wird zur Durchfiihrung eines jeden Iterationsschrittes

nach Newton verfahren, bis erfiillt ist:

max |F.]|
0<j<2N < 1.2 -
- " < L2
min |F.|

o<j<2n J
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eiﬁe‘derartige Vorschrift ist wesentlich, wie die Approximationén:
fiir N>2 zeigen.

Wie in §7 wird im AnschluB an jede Iteration eine Auswertung

der letzten Fehlerfunktion (flir das ganze Intervall) zur

Abschdtzung der Minimalabweichung und der erreichten Genauig-
keit angegeben. Es sind dabei die Abschitzungen (8.3) zu )
beriicksichtigen: Fiir die Nullstellen und die lokalen Extrema

im Innern des betreffenden Intervalles werden in Klammern

eine obere Schranke fiir den Betrag des Fehlers angegeben.
Abschdtzungen flir die Genauigkeit der Funktionswerte sind

durch (8.3) gegeben.

Numerische Auswertung von g (X)

o

Die Auswertung von Z(x)= ) —l; fiir x>1 wird durch Anwendung
n=1 n

der Eulerschen Summenformel nach K.Knopp, [lo], vorgenommen;
alle Seitenangaben beziehen sich auf [lo].
Es gilt fir keIN (S.549):

k 2i-2
1 1 21 .
tx)=227 + 5+ Z ((21), J:O(X"'J)) R, (x) ,x>1,
i=o x+2k+1
1
Die Gr&gen Bi sind die Bernoculli-Zahlen (S.185)
= —--l‘- =-]; = =] = = =---1— -_-—1— .
B=1, By== 3 B,= g+ B3=Bg=B,=...= 0,B,== 35, Be= 75+ o0 i

|

i

|

|

:

|

2k NP, (t) |
mit Rk(x)= n(x+i)h{i——zhil——— at .

t 1

|

die Bernoulli-Polynome P2k und P2k+1 sind gegeben durch (5.541) |

|

§

i

P (£) = (- l)k ; Z 2cos2nwt
2k ‘n=1 (2n71)°? e
(8.1) iy =
-1 2sin2nrt
P (t)=(-1) ——
2k+1 ni1 (2nn) 2K+
Es wird k=3 verwendet:
. 6 P, (t) VP, ()
(8.2) Ry (x)= in (x+i)[kf dt + J\-;§:7—dt 1
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. 1 47 7-1
Mit P,(t)= 57 iz (;)B,x (S.542) erhdlt man nach
=0
umfangreicher, jedoch elementarer Rechnung
lo n+l
i ALV § AL SZ’ (n+1) ¥ 1-107%75 |
tx+7 n=1 X7 ney © 716 (x+6) (x+5)
1 " n I (x+i)
i=o
e 10%3 L 1-107* L 107®1 117X
6 6 6 6
6! I (x+i) 12 n (x+i) 2 I (x+i) (x-1) M (x+i)
i=3 i=1 i=o i=o
Zur Abschidtzung von -
6 P7(t)
R(x) := i£O(x+1) tx+7 dt
lo
wird |P, (t) | <—'E2 E L kEN, benutzt, was aus (8.1)
k = ol k ’ ’ ! .
(27)" n=1 n
folgt. 2%
T 1 k-1 Bax (2™ : x
Mit Z — =(-1) 501 (5.245) fiur keIN erhilt
n=1 n
man speziell fiir P2ﬁ+l:
o o B
2 1 2 1 1 "2k
|p (t) < < )) < == keIN
2k+1 (2")2k+1 n=1 n2k+1 (zﬂ)2k+l ne1 2k= 27 (2k)!
Es folgt:
| 6 B, 6 B
: 6 ~x-7 . 6 1 -x-6
IR(x) |< 1 (x+i) m'-‘y t dt = N (x+i) 761 -}zrélo =
i=o 1 j=
o
B 5 _
=52 1 (xHi) 107%7°
wOo.: i=o ’
|[R(x)] ist in (1.l072,«) monoton fallend; spezielle Werte
2.7:10"° : x32.0
1.8:1071° : x32.5
-lo
(8.3) IR(x)| « l.1lo : x>3.0
0.6-1071° : x>3.5
11

3.2° 1o : x>4.d
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Mit (8.2) erhdlt man nach einigen Zwischenrechnunqen:'

1 .1, B By Be
C(x)=-§:T +-§-+-§T X +-ET-X(X+1)(X+2) +-€T-x(x+1)(x+2)(x+3)(x+4)-
6 £ po(t) ~
- 'H (x+1) —1;;7—-dt -R(x) =
i=o t
1
5 ,
=1+ ] L 4 XUxHD) (x42) [(x43) (x+4) -4200]
X x+5
n=2 n 30240-10
1 X 5x+95
+';;§:T(‘T7 t—=7) - R , x>1 .

Fiir die folgenden Berechnungen von ¢ (x), xe;[2,4], wird R(x)

vernachldssigt. Abschdtzungen fiir den hierdurch entstehenden
Fehler sind also mit (8.3) gegeben.
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APPROXTIMATION DER ZETA-FUNKTION IN [293) MIT N=1

e T T T T T T D S S
SRR E s RS TEE RS eSS S =SS IS s=sa=crzzssszsz====

MIT X0=2,333, X1=2,666 ERHAELT MAN:
A1=0.2733305734330+(1 T1==-0,2315355133G40+30
(ZEICHNUNG 48)

1.ITERATIONSSCHRITY

DIE PUNKTMENGES
X3=2.0334900¢¢C X1=2.43323125 X2=3,00353G430

ERSTER SCHRITT NACH NEWTON ERGIBT:
A1=0,3057125535617D+31 T1=-0,32167620640440+00

Fi= 0.3832997880~01 F1=-0.2701033070-01 F2= 0.,3737677030-31
(ZEICHNUNG 493)

ZWEITER SCHRITT NACH NEWTON ERGIBTS
A1=0.3364334757600+01 T1=-0.321152176331D+30

FO= §.32642837230=-01 F1=-0,324404356D-01 F2= 0,3242729500-01
(ZEICHNUNG 5()

2+ ITERATIONSSCHRITT

DIE PUNKTMENGES
Xg=2.0d000000 X1=2439453125 X2=3,9330034¢C

ERSTER SCHRITT NACH NEWTON EXGIBTS
A1=0,306429463757D¢01 T1=-0.321380908634D+30

Fi= §43361105510=-01 F1=-0,336113424D-01 F2= 0.336108773D-01

{ZEICHNUNG 5
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AUSWERTUNG DER FEHLERFUNKTIONE

emaTreree e oo LR R e

DIE NULLSTELLEN I LOKALE EXTREMA UND FUNKTIONSHWERTE

...... R R R R -Q----------‘-o-o---------—-----------

I 2.,50036¢ +3,03361105214
2.,03345035 I

I 2.,39420C (2.8D0-5) =54L3361197422
2473293502 I ' ‘

I 3.,000883 +0.,03361087733

APPROXIMATION DER ZETA=FUNKTION IN [2,43 MIT N=1

- T e e o M S e e e e . A e A A M S e i S G e A A W e . . e e T W MR W S D e > . —
PP G R I T T T T T T - - 2 2 T T T

ERMITTLUNG DER STAITFUNKTION®

MIT X0=2.666y X1=3.333 ERHAELT MAN?

A1=0.2015363567330+01 T1=-0,1630361337650+U0
(ZEICHNUNG 52)

1 ITEQATIONSSCHRITT

DIE PUNKTMENGE?
 X0=2,8G6003000 : X1=2,36434375 X2=4,034030303

.ERSTER SCHRITTY NACH NEWTON ERGISBT:
A1=0.,242347231336D¢01 T1=-0.2227437353030+00

FO= $.89486938130~-01 Fi=-(,.454612858D0~-301 F2= (.,8605281430=-31
(ZEICHNUNG 53)

ZWEITER SCHRITT NACH NEWTON ERGIBT?
A1=0.26452441533300+01 T1=-0,220364333535D+30

Fi= 0.6662459393D0-01 F1=-0,6683532990-01 F2= 0.,6657533360-01"

(ZEICHNUNG 5“) g




2o ITERATIONSSCHRITT

- S A G e A e TP @ W

DIE PUNKTMENGE?S

Xg=2.,00033500¢
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X1=2.6796875) X2=4,0333G330C

ERSTER SCHRITT NACH NEWTON ERGIBTS

A1=0.2448485303090+01

FO= (.7247733520-341

Ti==0.2214%172632510+30

F1=-0,724377833D-01 F2= 0.,7247337530-G1

(ZEICHNUNG 55)

AUSWERTUNG DER FEHLERFUNKTIONS

2.,157503823

3.50979712

2.0000C0 +0.072477335223
24678860 (3,60-5) =0.,072437901748
4.,0000GC +0.072473375832
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