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III. NUMERISCHE EXPERIMENTE UND ERPROBUNG DER ITERATIONS-

Vorbemerkung:

Zur technischen Durchfiihrung der folgenden Berechnungen
gelten die Angaben von Abschnitt 5.4; da hier direkt Listen
des Rechenzentrums verwendet werden, sind die Zahlen in
Gleitkommadarstellung angegeben, Wie in 5.4 werden in den
Zeichnungen die jeweiligen Fehlerfunktionen daragestellt;
weiter werden die Bezeichnungen, wie sie zur Herleitung der
Verfahren benutzt worden sind, beibehalten

§7 Beispiele zum Verfahren von Braess

Bemerkungen, Erlduterungen:

Es ist hier stets I=[o,1].

Der Algorithmus von Braess wird, falls nicht anders angegeben,
gemdBf Fall 2 durchgefiihrt; die lineare Approximation nach
Schritt 2 des Verfahrens wird mit dem (allgemeinen) Remez-
Algorithmus ermittelt. -

Um dabei nicht die Differenzierbarkeit der hier zur Demon-
stration benutzten Funktionen f zu verwenden, wird die Approxi-

mation auf den Punkten

X, =

i Too , O<i<loo,

durchgefilhrt; der hierbei entstehende Diskretisierungsfehler
kann vernachlissigt werden. Es wird so nach Remez iteriert, dap

max [F(xi)-e'(xi)!

(7.1) o gic<loo

< l.ol

max  |F(x;)-e(x;) i
o <i<loo
erfiillt ist, wobei e die beste lineare Approximation an F auf
X5 o<i<loo, und e' eine durch die Remez-Iteration gegebene
Niherung fiir e sei; F ist die nach Schritt 2 2zu approximierende

Fehlerfunktion,




Zu jedem ITteraticnsschritt werden zundchst die Parameter r.
i

N t.x
@ : ¢ o
der linearen Approximation ) (r.+r,. .a.x)e L anceqeben
. i "N+iTi T ’
i=1
N tix
wobeid z a,e die entsprechende Startfunktion bzw. die im
i=1

-

vorhergehenden Itevrationsschritt ermittelte Niherung ist.
Der nach Schritt 3 ermittelte Faktor, mit dem eine bessere

Approximation berechnet wird, ist mit € bezeichnet und wird

3

als Bruch angegeben, so dad dem Nenner leicht entnommen werden
kann, wie oft zur Durchfihrung von Schritt 3 die Norm von
FPehlerfunktionen bestimmt werden mufd; dann folaen

als Resultat des Iterationsschrittes die Parameter der somit
gegebenen besseren Approximation, die wieder mit ai'ti' l<igM
bezeichnet werden (Bei der Indizierung wird der Iterations-
schritt nicht angegeben, da keine Verwechslungen zu befilirchten
sind) .

An jede Iteration schllieft sich eine Auswertung der Fehler-
funktion f-E auf ganz 1 an, wobei E die im letzten Iterations-
schritt ermittelte Niherung sei;

es werden die Nullstellen und lokalen Extrema von f-E mit

den dazugehSrigen Funktionswerten angegeben, so daB eine
Abschitzung der Minimalabweichung von £ mbglich ist.

In den Abschnitten 7.1, 7.2 und 7.3 wird der Algorithmus

fir f(x)=/%x mit N=1 und N=2 durchgefihrt:

In 7.1 erfolgt zundchst die Approximation bzgl. V1 nach Fall 2.
Wihrend die Iteration von 7.1A wie oben beschrieben durchage-
fiihrt ist, wird in 7.1B die Remez~Tteration bereits beendet,
wenn der Quotient von (7.1) kleiner als 2 ist. Fiir die
Rechnung bedeutet dies, das in jedem Iterationsschritt von 7.1P
nur zweimal, in den beiden ersten Schritten von 7.1A jedoch
viermal und in den foiqenden dreimal nach Remez iteriert wird;
In 7.1B ist daher der Eechenaufwand beachtlich kleiner als

in 7.12, nach dem dritten Tterationsschritt ist aber mit den
so bestimmten Parametern Iy und r, keine Verbesserung nach
Schritt 3 mehr mdglich; andererseits dlirfte fiir viele Zwecke

die erreichte Genauigkeit genligen.
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In 7.2 uﬂd 7.3 werden zur Approximation von f bzgl. v2

die Berechnungen des Algorithmus sowohl flir Fall 2 als auch
Fall 1 durchgefiihrt:

In 7.2 werden\étargfunkticnen fiir die Iteration in V2 anae-
geben, wobai aus Platzgrinden die Parameter der linearen
Approximation nicht aufgeflhrt werden.

Wie in §6 beschrieben, geht man zur Ermittlung von Start-

funktionen von t. % t.,x
) “~

a e + a,e ; 8,70, tzaét1

aus, wobel ai,t1 die im finften Iterationsschritt von 7.1A

ermittelten Parameter sind.

In 7.2A sind die Ergebnisgse fir die Berechnung nach Fall 2

angegeben. Fiir die Berechnung von 7.2B nach Fall 1 ist
¥={0.0, 0.3, 0.415, 0.6, l.0}

benutzt worden; man beachte hierzu Zeichnung lo.

Es sind die Startfunktionen fir tzeﬁﬂxnit —15;t2;14 ange-

geben; fiir t,<l sind die Startfunktionen in Vz(—,+), fir

t;

der mit diesen Startfunktionen geagebenen Fehlerfunktionen

22 in V2(+,-) enthalten, was auch aus §4 folgt. Die Norm

ist auf ganz I ermittelt worden; sowohl in 7.2A wie in 7.2B
erhdlt man bei t2=—lo ein Minimum €i{ir die Norm der Fehler-
funktion.

In 7.3 schlieBlich wird die Konstruktion einer Minimalldsung
fir f bzgl. V, durchgefiihrt. Die Ergebnisse von 7.2 legen

es nahe, Startfunktionen mit t2;1.o zZu verwenden;

die Iteration von 7.3A bzw. 7.3B geht von der Startfunktion
mit t2=u5'o von 7.2A bzw. 7.2B aus: In 7.3A erfolqt die Berech-
nung nach Fall 2; in 7.3B wird gemds Fall 1 mit |X]|=5 ver-
fahren, sc daf man die lineare Approximation nach Schritt 2
durch L&sung eines linearen Gleichungssystems erhdlt.

Es zeigt sich, das bei Verwendung der Startfunktionen mit
t2=-7.o,~9aofmll,o,-13&o,—15.o ebenfalls fiinf Iterations-
schritte nétig sind, um dle Genauigkeit zu erhalten, wie sie
in 7.37 bzw. 7.3B erzielt worden ist; die Tterationen, die
von den Startfunktionen mit t2=~9.o oder t2=—11.o ausgehen,
konvergieren also nicht schneller, was man (nachtriglich) wohl

erwarten wiirde.
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Verwendet man wie in 7.3C und 7.3D die Startfunktionen mit
)
werden, dag die Folgen schlecht konvergieren; dies ist unab-

=0.,0, so muB der Faktor C zur Verbesserung so klein gewdhlt

hingig davon, ob nach Fall 2 wie in 7.3C oder nach Fall 1 wie
in 7.3D gerechnet wird. Die Iteration von 7.3C ergibt erst
mit dem 25. Iterationsschritt eine L&sung mit der Genauigkeit,
wie sie in 7.3A gegeben ist.
Geht man von den Startfunktionen mit t,22 aus, so erhdlt man
Iterationen, die &duBerst langsam konvergieren. Die Start-
funktion mit t2=7.o in 7.2A ergibt (nach Fall 2) berechnet)
nach 180 Iterationsschritten eine Ndheruna mit den Parametern
fln‘o.19l 596 t1=2.514 113
a2#~0.007 498 t2=5.o72 941 (Zeichnung 26)
In jedem Iterationsschritt ist der Faktor C kleiner als 1/4096.
Da man hier nur vermuten kann, dap die beiden Freguenzen
bei Fortsetzung der Iteration gegen einen gemeinsamen Grenz-
wert konvergieren, werden die Schwierigkeiten deutlich, die
die Anwendung des Algorithmus bei der Approximation ohne
Vorzeichenbeschrédnkung mit sich bringen kann.
Die Iterationen in V2 verlaufen bereits bei Bestimmung von C
nach Schritt 3 stets in nur einer Vorzeichenklasse von Vz.
Diese Ergebnisse lassen es sinnvoll erscheinen, bei der
Konstruktion einer Minimall®sung nach Braess im allgemeinen
mehrere Startfunktionen zu konstruieren und zun&dchst mehrere
Iterationen nebeneinander durchzufithren; so kann man hoffen,
eine Tteration zu erhalten, die mit vertretbarem Aufwand eine
Losung liefert. Hitte man sich bei der Approximation von f
bzqgl. V2

auf die oben angegebene Iteration beschrénkt, so widre trotz

in VZ(—,+) auf die Iteration von 7.3C und in V2(+,—)

enormen Rechenaufwands lange ungekl&rt geblieben, in welcher
Vorzeichenklasse die Ldsung enthalten ist.

In 7.4 wird in einem weiteren Beispiel das Konvergenzverhalten
dieses Verfahrens behandelt: Hier gilt N=3 und f(x)=(1+x)-1.
Fir die Iterationen in 7.4A und 7.4B werden die Parameter

der Startfunktionen mit dem Verfahren von Meinardus unter Ver-

" wendung der angegebenen Punktmengen ermittelt; es geniigt die
w!

Aﬁqabe von X und g - Die Startfunktion von 7.4A sei E,, die

von«j.4B sel E2: Es gilt also
4!lf~E2|]I < .llf—ElllI (zZeichnung 27,36)u
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Dennoch bendtigt man von E2 ausaehend doppelt soviele
Iterationsschritte, wie in 7.3A, um die gleiche Genauigkeit

zu erhalten.

Neben der Konstruktion der besten linearen Approximation

nach Schritt 2 erfordert die Bestimmuno des TFaktors C in

O
e
=
H

itt 3 den ardften Teil des Rechenaufwandes. Reachtet man
dies, dann wird an diesen Beispielen die Bedeutuna der Start-
funktion deutlich. Es zeiqgt sich, daf in der Peael der Falktor C
im Verlauf der Iteration wichst, falls eine Minimall&sunea
ermittelt wird. Um den Rechenaufwvand m8alichst klein zu halten,
wird daher zur Ermittlung des Paktors C voraeschlaaen:

RBei Beginn der Iteration verfahre man wie in 6.1 heschrieben;
bei den weiteren Iterationsschritten gehe man vom Faktor C

des vorheraehenden Iterationesschrittes aus und priife, ob man
hiermit eine besserc Approxzimation erhdlt: Gilt dies, dann
bestimme man durch sukzessives Verdonpeln den aesuchten Faktor,
den man nach Schritt 3 von 1 ausgchend durch (h&uficeres)
Halbieren erhdlt; andernfalls hat man mit diesem TFaktor

nach Schritt 3 2zu verfahren.

Die Iterationen werden dann abgebrochen, wenn die Parameter fi
der linearen Approximation einen lleineren Betrac als 5"10—10
haben; quadratische Konveraenz ist dabei nur bei den letzten

Iterationsschritten zu beonbachten.

Diese Beispiele zeigen veiter, dan die Konvergenzgeschwindigkeit

der ermittelten TFolgen im allgemeinen unabhingiag davon ist, ob

nach Fall 1 cder Fall 2 verfahren wvird.




