Es sei ICR ein kompaktes Intervall, NeWN, f€C(I). In [3]
behandelt Braess einan Alqorithmﬁs, der, von einer Minimal~-
16sung E bzgl. Vgul ausgehend, eine Folage besserer'Approxi-

mationen (E(an))nedN liefert, falls E nicht beste Approximation

bzgl. VN ist; zur Konstruktion einer Minimalldsung bzgl. VN
wird mit diesem Algorithmus sukzessive die Minimall®sung

bzgl. Vo, Vg, ... ermittelt.

Vereinbarung:
In diesem Abschnitt wird die Parametrisierung von Vg nach

Definition 1.2 benutzt und es ist zweckmdpfia, die folgende

Schreibweise einzufiihren:

u v
<1 .1
Fir u=[' eR™ und v={: |€eR" mit m>n sei u+v geageben durch
v

B
m - n

[a. +v. ]
Y17
u +v
utve= u € IR
n+l

u.
. m -

Der Algorithmus

Mit n€ W sei E(an)eivg nicht Minimall&sung fir f bzgl. V.

Es sei dn die Dimension des Gradientenraumes Wn von E(an{
und F =f-E(a ); ferner seien JENWN mit J22N+1 und ze€ (o, 5 )
fest vorgegeben.

Schritt 1: Bestimmung einer Teilmenge X von I

Man untersuche, ob (6.1} erfiillt ist:

Die Menge {xé€ Il(l—z)ﬁan{II;an(x)[} besteht aus

j Teilintervallen mit j<J und in jedem Teilintervall
ist das Maximum von |F | eindeutiq bestimmt; die Maxi-

(6.1)
malpunkte von anl in diesen Teilintervallen seien

die Punkte Xy s l<k<d .




Fall 1: Bs ist (6.1) erfiillt.

Die lMenge der Maximalpunkte sei Xl :

xl={xk]léﬁ;j} .

Vleiter zerlege man I in Vorzeichenintervalle: Dies sind
Teilintervalle von I, in denen Fn das Vorzeichen nicht
wechselt, im Innern benachbarter Teilintervalle jedoch ver-
schiedenes Vorzeichen besitzt (zur Bestimmung der Vorzeichen-

ntervalle gelte sign{o)=+1). In jedem dieser Vorzeicheninter-

L

valle wird ein Punkit ~ glinstig ist ein lokales Extremun

von F_ - ausgezeichnet und die somit gegebenc Punktmenge

n
sei X, .
X, sei eine beliebige Teilmenge von I mit IX3]=dn+l .
Man hestimme nun Teilmengen X5 und X3 mit X5 6%, und X} ¢ Xy
gn, daf fir . )

Neoz ) b ORTD &

Xr= X, U X5 UXR]
gilt: a +lc[x|z7 .

Tall 2: Es ist (6.1) nicht orfiillt.

[N
»~
.

i
H
*

Hier wird definiert:

Schritt 2:
Mon bestimme die beste Approximation e, an Fn auf X bhzgl. Wn:

N ti X dn
ir- B = - ish r =(r .o = IR
Fiir Efa_,x)= >1al ne ist r_ (rl,n' +Taq 'n)CID
ITl t bi4 ﬂn t
N i,n i i-M,n
mit e ()= ) r, e ' + r, a, . _xe
n igl i,n 1= £L1 i,n 1i-N,n und
I{Fn-e < !an—ellI fiir e €W gesucht.

erung fir E(a ) sei cn=||Fn¥|I~[[Pn—en]|x . Mit den
Razeichnuangen von Definition 3.1 gilt flir dn= 2N:

=y ~ad {7 (o .
o= rgradna )))

fan setne @:=1 und hastimee durch fortlaufendes Halbieren
o @ (0,1], so dan gilt:

1
' [f—E(an) ' ’I “'—3—Cn8n

oA

1e-mtagrer 0 11

Tiegt Pall 1 vor und gilhs C_<Z, dann werden Schritt 2 und

Soveedat 3 omit M=X (Hr“‘hr‘n fihet,

P Paxamatervekto: oL, und damit E(a ,,) ist gegeben durch
o A .

a s C_IT .

‘-l n o nn
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Bemerkung:

1. Diewﬁdiéhfﬁhrung von Schritt 2 erfordert die L&sung eines

. linearen Approximationsproblems; e, existiert damit und ist

' stets eindeutig bestimmt, da W die Haarsche Bedingung

~ erfiillt.Wie die folgenden Untersuchungen zeigen, wird die
Fallunterscheidung nach Schritt 1 durchgefiihrt, um durch
L8sung eines diskreten, linearen Approximationsproblems
den Rechenaufwand mdglichst gering zu halten; speziell
fir dn+l=J ist hier nur ein lineares Gleichungssystem zu
lésen.

2. Obwohl X von F_ abhingt, wird dies bei der Bezeichnung
nicht beriicksichtigt, da diese Tatsache fiir die weiteren
Ausfiihrungen nicht benétigt wird.

Es ist nun die Frage zu beantworten, unter welchen Voraus-
setzungen der Algorithmus durchfiihrbar ist und damit bessere
Approximationen liefert; hierzu der folgende Hilfssatz:

. Hilfssatz 6.1

Ist E(an) nicht beste Approximation an f auf I, dann gilt
€n1=€n2>° ¢

wobei e, (enz) die nach Fall 1 (Fall 2) ermittelte Ver-

besserung fiir E(an) ist.

Beweis:

Es sel XS I eine nach Fall 1 ermittelte Punktmenge, mit e

sei die beste Approximation an Fn auf X und mit e 2 die beste

Approximation an F auf I jeweils bzgl. v bezeichnet.
Es folgt ||F ~e ,[l2l|F e llg2l|F e ,lly und damit

€nl = n2 -
‘Nach Voraussetzung besitzt ?n in I keine Alternante der
Linge dn+1 und die(’beste Approximation e , an F bzgl. W,
auf I approximiert daher besser als die Nullfunktion:

||p <||F

a~en2lly alls

Dies ergibt €,2>9/ womit der Rest der Behauptung gezeigt ist.
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Satz 6.1 (Braess,[3])

Ist E(an) € Vg nicht Minimall®sung fiir £ auf I bzgl. V2,
dann gibt es ein C>0, so daB fir c€ (o,C) erfiillt ist:

le-EGator) g < [E-B) |1 - Fee,

Bewels:

Nach Voraussetzung besitzt Fn in I keine Alternante der
Linge dn+1 und nach Hilfssatz 6.1 gilt (flir beide Fé&dlle) €,>0.

Es sei an(:::):“--an+crn und F(c,x)=f(x)-—E(an(c) ' X) , celR.

+

Wegen HE(an(c))—E(an)-'cenl II = o(]|c|) (man vergleiche
hierzu §4 ) gibt es ein C>o,mit

2 "
(6.2) HE(an(c))—E(an) cenllI < Sce, fiir ce(o,C) .
Weiter gilt

] IE(an(c))-fi Iyl [E(an)+cen-fl _—— lE(an(c))-E(an)-cenl l; -
Fiir die Berechnung nach Fall 2 folgt aus (6.2) fir c€ (0,C):

_ 2
Hf-E(an(c)H |1 [lE(@ )+ce ~£]|; +Fce =

2
= ||cE (a )+ce -cf+(1l-c) (E(a )-f) | 'I +5Joe s

2 =
scllp e |l + =) ||F [|; +F ce =

- 2 -1
| ==ce +HFn”I+3cen; HFnHI 3cen
Damit ist die Behauptung flir die Durchfiihrung des Algorith-
mus nach Fall 2 gezeigt.

Zum Fall 1: Hier gilt also |x|<3 . 4
~ Es sei X ={xe X|Fn(x)=HFn| |I} und X :={xeX[Fn(x)=-HFnHI} .

s + w
Fir x€ X erhdlt man o<e | |F ||~ (F (x)-e_ (x))=e, (x) und

‘éntsprechend filr x€ X o>-en_3;-| anl II-(Fn(x)-— e (x))=e (x).
Es gibt somit eine offene Umgebung U von X'U X in I, so da8
R 2 ‘ .

len(x) |25 e,>0 fUr x€U erfillt ist.

- Da F(c,x) in ¢ und x stetig ist, gibt es eine offene Umgebung

U+ von x+ und U von X in I und ein Cl>°' so daB fiir c & (O,Cl)

gilt: F(c,x)>o0 flir er+ und F(c,x)<o fiir x€EU .
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. . 1
Ferner gibt es ein C,>0 m1t-lE(an(c),x)-E(an,x)-cen(x)};.j_cgn

fir c€€(o,C?) und x& I. Damit folgt fiir xé.UnU+ und
c e (o, min{Cl,Cz})

bld -t = w—F — _}:_ -—_..2... ._L.. —
r{c,x) Fn(x) E(an,x) E(an(c),x); cen(x)+ T Ce <™ 3 Csn+ 7 Ce, =

1
=-x cs‘_‘ , also

i

1
o<f(x)-E(a_(c),x) £ llpnqu -5 ce, -

Fiir x€ UNnU erhilt man analog fiir c€& (o, min{Cl,Cz})

1 2 1
~F +F =k (¢ - (¢ = [ + - =
Flc,x) Fn(x) F(Rn(c),x) P(1n,x)<cen(x)+ T Ce 57 3 ce * 3 Ce
== = Cg¢ , also

-F(Cix)=}f(x)-E(aéc),x)l;]IFn]II_.%.Cen

+ -
Die Menge V=(UnU)U (U n U) ist offen in I; IO=I—V ist
kompakt und es gilt fiir ¢, 7o

B!
3

[Pt g =117 g+ ogey =11, ]

Dies gilt wegen Stetigkeit flir eine Umgebung von Cqt

\ . \ 1 .t
Es gibt ein C_>o0 mit IIF(c)IIIOé|IFnllI—‘§~CEn fir c€ (0,C_).
Mit o<C:=min{Co,C1,C2} hat man somit fiir ¢ &€ (0,C) erhalten:
1
|f(x)—E(an(c),x)|;.__([FnIII—---§~cen xel .

Damit ist auch fiir "all 1 die Behauptung bewiesen.

Nach Satz 6.1 ergibt also der Algorithmus eine bessere Approxi-

mation als E(an), falls dies mdglich ist.

Milfssatz 6.2 (Braess,[3])

iE(an))nEJﬁ;v; konverqgiere auf I gleichmiéifig gegen E(ao)evgaVN_l.
Is cei @, hzv. e die nach Schritt 2 berechnete heste Approxi-
nat-ion an Fn bzv. F:=f"E(no) bzqgl. Wn bzw. W auf X=I; (W ist

der Gradientenraum von E(ao) ); es liege also stets Fall 2 vor.
Deohauptung:

konvergiert auf I gleichmiifig gegen € .

(en)

nem
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Beweis:
I's ¥Yann o.B.d.A. angenommen werden:

N t, X%

. - ; - i,n o_., . -
]IR(an)lII < K< und E(an,X) j_zlai’ne €V V-1 fiir n€ M.
yach Korollar 2.3 sind die Frequenzen der Folge beschrénkt;
nach Satz 2.5 gibt es eine Teilfolge (E(an))n('T’ JGI mit

lim ti,n = {'iGIR n&<J
n+e

A
(6.4) ? tix

und E(a_,x)= ) a_ €
O i:l Oll ’
Weiter gilt flir neW N ti x
= ’ y
e, (x) ‘Z (bi,n+di,nx)e € Vou
i=1
und (e ) . qq ist auf I=[u,v]| gleichmdfig beschrinkt:

chl II;I len—FnHI+| ll’-‘nl !I;ZI h«"n] !If—=2(K+| I £] ‘I) ]

Nach Satz 2.3 und Satz 2.5 gibt es daher eine im Innern von I

| Cl
rle-Tl ! Tl"‘T’

gleichnipiag konvergente Teilfolge (en) und

an? jedem abgeschlossenen Teilintervall von (u,v) agilt

lime_ = ey v neJl,
N
mit eOG;V?N . weqgen (6.4) folgt nach Satz 2.9 und Bemerkuna 2.2
i ~leichmifige Konvergenz v ) - 2P I.
die gleichmifige Konvergenz von (en né;ﬁ] geqen e auf ganz I

aus | |F -el L ll? —0‘[ fiir néW folat

n I“

[1Pmegl I = diml |7y ma, [ yelinl [P -e] [=|Ir-eily .
Die Eindeutigkeit der MinimallSsung beil linearer Approxi-

mation und enG(ﬂ,(zﬁvlcrqehen: eo=e .

Rms ist noch zu zeigen, dag die ganze Folge (en)n(_.‘IN gleich-
mifiq aeqen ¢ konverqgiert:

Annnhme: s gibt ein s>o, so daf es filr jedes n€M ein m 2N

wrl ein x GI gibt mi c X -a (% >8 .
cin x GI g £ le (x  )-elx )]

n n n n
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I ist kompakt, daher gibt es in (x_ ) eine konvergente

n ne N
Folge (xnj)jEIN mit
(6.5) Ienj(xnj)—e(xnj){>s JEIN |
Flr (en.)jEJN folgt wie oben fiir (en)nelN die Existenz einer

3
auf ganz I gleichmd@fig gegen e konvergenten Teilfolge und

dies steht im Widerspruch zu (6.5) . Damit ist die Annahme

widerlegt und die Behauptung vollstédndig gezeigt.

Satz 6.2 (Braess,[3])

. . . . . o
Ergibt der Algorithmus eine Teilfolge (E(an))nél J;VN' JCIN,
die auf I gleichmédBig gegen ein Element E(ao)élvg-VN_l
konvergiert, dann konvergiert die ganze Folge (E(an))nE]N

gleichmédBig auf I und E(ao) ist die Minimalldsung

fir £ bzgl. VN auf I.

Bewels:

Es kann nach Voraussetzung o.B.d.A. grd(E(an))=N fliir neIN
angenommen werden.

Es sei FO:=f~E(ao).

Annahme: E(ao) ist nicht Minimall®sung fiir £ bzal. VN .
Wendet man den Algorithmus auf E(ao) nach Fall 2 (also

mit X=I) an, dann erhdlt man nach Hilfssatz 6.1:

| e = ]!FolII*!IFO—(ro,grad(E(ao)))I!X>o.

( eo=(ro,grad(E(ao))) ist die beste Approximation an F_
bezilglich des Gradientenraums von E(ao) )

Ist bei der Konstruktion wvon (E(an))nEEJ stets gemdBf Fall 2
verfahren worden, dann folgt nach Hilfssatz 6.2

lim € = flir n€J

N-»co
und es gibt damit ein n_€N, so dap fiir ne J und n2z n_ gilt:

1

“a" €

(6.6) €25

Nach Hilfssatz 6.1 gilt (6.6) auch, falls €n gemds Fall 1
berechnet wird,




Fallunterscheidung:

a. Bei der Teilfolge (E(a )) nEJ sei stets nach Fall 2
verfahren worden.

Aus der gleichmiifigen Konvergenz ergibt sich wieder die
Beschrinktheit der Frequenzen von (E(an))n(aJ
hierzu (6.4) im Beweis 2zu Hilfssatz 6.2), woraus nach Satz 2.8

fiir n€J ( wegen grd(E(an))==N )

{(6.7) lim a_ = & und
. n-—)‘(}) O
(6.8) lim r, = I, (nach Hilfssatz 6.2)
n-»c
folgt.

Auf Grund der stetigen Differenzierbarkeit der Exponential-
summen gibt es ein M<e mit

l{E(a_(c))-E(a_)-ce_|| 5c2M fiir n€J, |cl<1;
n n n''I=

an(c) ist definiert wie in Satz 6.1 .
Folglich gibt es ein C mit 0<Cgl, so daB mit (6.6) flir c€(o,C)
erfiillt ist:
1
llE(an(c)) E(a) cen]!I;-g-Ce;:——

Wie in Satz 6.1 gezeigt, folgt daraus c_2
man erhilt somit fiir ne J, nxng: ,
L
2

Ea  D-Eap [zl ry

Dies steht im Widerspruch zur gleichméBigen Konvercoenz

der Folge.

b. s gebe eine Teilfolge (F(a )) ne.T ,.TlglJ bei der
gemin Fall 1 verfahren wird.

Wegen c_22 folgt hier im Widerspruch zur gleichmdfigen
Konvergenz: '

| =

N! pot

w! [

-l lr f%-ZE > =z

nllI n%lllli £>0 neaJl, n>n_ .

Damit ist gezeigt, das E(ao) Minimall®sung ist.

n

Damit konveragiert die ganze Folge (E(an))n’IN gleichméRig
<
gegen E(ao):

Es sei (E(an))ner ’

{man verdqgleiche

Ce o+ nCJ, nzn

JZQIN, eine beliebige (unendliche) Teilfolge.
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Da (F(an))ne eine Minimalfolge ist, ist sie gleichméBiq auf 1
Y2

beschrinkt; es gibt also eine im Innern von I=[u,v] gleichmifiq

konvergente Teilfolge, die auf jedem abgeschlossenen Inter-
vall in (u,v) gleichmdBig gegen ein Element von V VN -1
konvergiert, da nach Voraussetzung

B I P E IO TN

N-1

fir hinreichend grosges nE.IZ gilt. Somit konvergiert diese
Teilfolge auf I gleichméBiqg gegen ein EG;VN VN -1-
E ist aber, wie gezeigt, MinimallSsung und aus der Eindeutig-

keit der besten Approximation folgt E-E(a ) . )

Zur Anwendung des Algorithmus:

a. Approximation bzgl. V;

Um die Voraussetzungen von Satz 6.2 immer erfiillen zu kénnen,

geht man bei der Konstruktion der besten Approximation bzqgl. V:

induktiv vor:
Die beste Approximation bzgl. V+=V ist die Nullfunktion;

die Minimall&sung E(a) fir f bqu VN 1 sei bekannt und nicht

die beste Approximation bzqgl. v Jede Alternante von f- E(a)

N®
in I hat also h&chstens die Liange 2N-1 und jede bessere

Approximation in Vh ist nach Korollar 3.3 Element von VN VN 1°

Die Iteration beginnt man mit
etN,lx
N,1 '

wobei a =0 und ¢ €IR nicht im Spektrum von E (a)
Nll N,l

enthalten ist. Es gilt also dl"ZN 1 und die Durchfiihrung
des Algorithmus ergibt eine bessere Approximation E(a )é,VN VN 1

E(al,x)=E(a,x)+a

nach Satz 6.1; man erhilt so eine Folge (E(a )) neIN’

die in V={E|EeVy-vy ), ||£-E[| s Hf-E(az)HI< Hee@]]p

enthalten ist.

Falls g:= { max f(x) + min £(x) )/2 >0 gilt, ist die beSte

Xe I XeTl
Approximation an f auf I bzgl. Vl in v,- V, enthalten, und man

kann die Iteration in Vl sofort mit E(al,x)-qle.Vl-Vo beginnen.
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Nach Satz 2.3, Satz 2.5 und Satz 2.9 gibt es eine auf 1
gleichm&Big konvergente Teilfolge, deren Grenzfunktion

nach Satz 2.7 in V enthalten ist.

+ .
N ist

auf diese Weise die Voraussetzung von Satz 6.2 erfiillt und

Bei der Konstruktion der besten Approximation bzqgl. Vv

die bei der Iteration ermittelte Folge (E(an)) konvergiert

neEN
gleichmdBig gegen die beste Approximation an f bzqgl. V; .

b.

Liegt die beste Approximation bzqgl. Vg (sofern sie existiert)

. + . , . .
nicht in VN, dann ist im allgemeinen die Voraussetzung von

Satz 6.2 nicht erfiillt und man hat eine ,
Modifikation des Verfahrens durchzufiihren, um den

Algorithmus auch hier noch sinnvoll anzuwenden:
o
N~

Es sei also E(a)E_VI?I_l die Minimall&sunag bzqgl., V
und die beste Approximation bzgl. Vg . deren Existenz anae~

1 an £

nommen wird, sei nicht in V; oder V; enthalten; bei

induktivem Vorgehen kann man mit Satz 3.4 iberpriifen, oh
diese Voraussetzung erfiillt ist. Wie oben beginnt man mit

N ti,lx
E(al,x)=E(a,x)+i=Iz<+l aj e
und K=grad(E(a)) gilt und ferner ti,lEIR + K<i<N, nicht im
Spektrum von E(a) enthalten ist und ti,1<ti+1,l ist.

Man erhdlt eine bessere Approximation E(az)e;vg nach Satz 6.1

mit dem Vorzeichenvektor S=sign(E(a2)). Die Modifikation

» wobei a., .=o filir K<igN

i,1

besteht nun darin, daB bei der Konstruktion einer Folge
besserer Approximationen (E(an))nem im Schritt 3 des Algorith-
mus der Faktor <, fiir neIN so klein gewihlt wird, daf stets
siqn(E(an))=S gilt. Dies ist nach Satz 6.1 mdglich; in der
Regel ist diese Zusatzforderung bereits bei der Bestimmung

von ¢ nach Schritt 3 erfiillt.

Erhdlt man auf diese Weise eine gegen E(ao)EiVS-VN_l gleich~
mdBig konvergente Teilfolge, dann ist E(ao) Minimalldésung,

da diese Zusatzforderung am Beweis von Satz 6.2 wegen (6.7)
und (6.8) nichts &ndert: C>0 kann hinreichend klein gew&hlt

werden
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Filr N>2 tritt dieser Fall im allgemeinen jedoch nicht ein,

da es nach Bemerkung 4.1 und Satz 4.3 verschiedene Vorzeichen~
klassen mit besseren Approximationen als E(a) und damit
mehrere lokale Minima gibt. Da die lokalen Minima , abge-

sehen von der besten Approximation bzql. Vg . Elemente

von VN-Vg sind (Korollar 4.1) geht man nach Braess vor,

wie folgt:

Erhdlt man bei der Iteration in Vg(s) zwel oder mehrere Folaqen
von Frequenzen, die gegen einen gemeinsamen Grenzwert konver-
gieren, so breche man die Iteration ab und bestimme durch
geeignete Wahl der Frequenzen ti,l’ K<i<N, nach Hilfssatz 4.1'
und Satz 4.2 eine neue Startfunktion E(ai), die in einer
anderen Vorzeichenklasse enthalten ist, und filhre hier eine
neue Iteration durch.

Flir K=N-1 gibt Bemerkung 4.1 die Zahl der Vorzeichenklassen
an, in denen auf diese Weise der Alqgorithmus angewandt werden
kann, Es ist allerdings nicht gesichert, daB so simtliche -
Vorzeichenklassen mit besseren Approximationen erreicht

werden und ob nicht mehr lokale Minima existieren, als

Satz 4.3 angibt.

Bemerkung:

+
Die Ausfiihrungen zur Approximation bzgl. V  mit diesem

N -
Verfahren gelten analog auch flir die Approximation bzgl. VN .
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6.2 Das Newtonsche Iterationsverfahren

Das Newtonsche Iterationsverfahren, das allqemein fiir
nichtlineare Approximation in [11] beschrieben ist, lipt
sich nach den Ergebnissen von £§3 insbesondere bei der
Approximation durch Exponentialsummen anwenden.

Es sei E(a) EVS-VN-—l die beste Approximation an f € C(I)

auf I=[u;V] bzgl. VN ; E(a) ist also nach Satz 3.1 ein-

deutig bestimmt und F:=f-E(a) besitzt in I eine Alter-

nante der Linge 2N+1.

Der Gradientenraum von E(a) hat die Dimension 2N und dies ’

gilt fir alle Elemente von {E €Vy| [1£-El| < inf |[|£-w]] 3,
we VN-l

da diese den Grad N besitzen. Es existiert also eine Umgebuna

von E(a) in Vg » so daB die Elemente dieser Umaebunqg stets

einen Gradientenraum der Dimension 2N besitzen.

Es sei E(ao)éivg eine Ndherung fiir E(a), so da es in I
2N+1 Punkte Xy kv 0<k<2N, gibt mit
14

(6.10) o# siqn(Fo(xl'k)) # Siqn(Fo(xl,k+1))#o ogke<2N-1;

i o - hr A
dabei sei F_:=f-E(a_) . In den Punkten X) . Dehme |TO}
moglichst aroBRe Werte an.

Nach Hilfssatz 3.1 gilt min |F (x4 k)l; inf llf—E’lI .
o<k<2n © v EEVy ~

In Analogie zum Remez-Verfahren wird man daher versuchen,

einen Parametervektor alEZR2N so zu bestimmen, dar

mit F1:=f—E(al) gilt:

(6.11) Fylxy ) = (-1)%r, o<k<2N .

Existiert dieser Parametervektor, dann ist E(al) die bheste
Approximaticn an f auf {x1 klo;k;ZN} undlrlleine weitere

14
untere Abschdtzung fiir die Minimalabweichung von f auf I.

Gesucht ist also (al,rl)GIRZN+l mit

-— - - k = .
gk(al'rl) -"E(allxl'k) f(xl,k)+( 1) rl o o:_k_<_2N
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‘Demnach ist (a,,rl) eine Nullstelle von

[ g, (b,q)
Glb,q =] , (b, eR*MY per?N
9oy (P02
Verwendet man das Newton-Verfahren (im IR2N+1) mit dem

Startwert (bl,q1)=(ao,ql -0 geht in die Berechnung nicht ein,

so erhdlt man 2zundchst formal fiir n€ N :

t _ - . t _ .
JG(bn,qn) (bn+l’qn+l) = JG(bn,qn) (bn,qn) G(bn.qn) ;

J. ist die Jacobi-Matrix von G.
Es folgt also explizit fir ogk<2N :

2N

k
D -+ - =
=1 bn+l,ijE‘bn'xl,k) (-1) 9n+1

k k
xl,k) + (-1) a, E(bn'xl,k) + f(xl,k) -(-1) q,

%N
Co= b_ .D.E{(b_,
=1 n,jJ 3] n

‘ijE(b) ist die partielle Ableitung von E(b) nach bj

| vvmit b=(bl,...,b2N); ferner gilt bn=(bn,l""'bn,2N) .
t;Es folgt damit £lr ozgk<2N :

2N
.jil(bn+1'jwbn'j)DjE(bn,xl’k)+(—1)kqn+l=f(xl'k)-E(bn,xllk)
Hat der Gradientenraum von E(ao) die Dimension 2N, dann ist
fiir n=1 dieses Gleichungssystem eindeutiqg 18sbar und man

" erhilt den Vektor bz-bl=b2-aoeIR2N. Ist E(ao) weiterhin eine
“hinreichend gute Ndherung fiir E(a), dann kann a1=b2 gesetzt
- werden, d.h. E(a1)=E(b2) erfiillt (6.11) fiir numerische
Zwecke hinreichend gut.

Im allgemeinen ist dies jedoch nicht der Fall (man vergleiche
hierzu §8); man hat dann das Newton-Verfahren mindestens
soweit durchzufiihren, dag fiir ein neN

sign(f(x) )=E(b ,x; ())#sign(£(x; 1 1) =B(b %) y4y)) o

{Ogk<2N, erfiillt ist, o
I;Vgpgwéﬁf diskreten Punktmengen nicht allgemein eine beste
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Approximation bzgl. Vg existiert, ist nicht gesichert, dag
dies stets m8glich ist. Es ist jedenfalls erforderlich,

daB der Gradientenraum der bei der Newton-Iteration berech-
neten Elemente E(bn) die Dimension 2N hat.

Ist eine Funktion E(al) ermittelt worden und approximiert
diese f besser als E(ao), dann verfihrt man mit E(al),
falls E(a)#E(al) ist, wie mit E(ao) und erhidlt so E(az),

wenn die entsprechenden Voraussetzungen erfiillt sind, usw.

Da Konvergenzaussagen flir dieses Verfahren allgemein nicht
mdglich sind, wird man nach jedem Schritt iiberpriifen, ob man

eine bessere Approximation erhalten hat. .




Gegeben sei das Intervall I und £ €C(I).

Zur Destimmung der besten Approximation an f auf I bhzal. V1
wird ein Verfahren beschrieben, das eine Ubertragung des
Remez-Algerithmus darstellt; im Cegensatz zum Newiton-Ver-
fahren von 6.2 ist hier nur eine rcelle Nullstelle (etwa

nach Newton~Raphson) zu ermitteln.

Die Mullfunktion is+ genaun dann beste Approximation an f auf I
bzgl. Vl’ wenn £in I eine Alternante der Liinge zwei besitzt;
man kann also unmittelbar die Linac der besten Approximation
an f bzqgl. Vl angeben und es sei daher o.BR.d.A. die Minimal-
16sung EO fiir £ bzqgl. Vl Element von Vl—VO.

In I besitzt also f—EO eine Alternante der Linage drei; man

wird daher versuchen, durch Fonsitruktion der Minimallé&suna E

fiir £ auf einer Menge XGT mit [¥%|=2 die beste Approximation E,
auf I zu ermitteln. Da die Existenz von E fiir beliebices ¥
nicht gewdhrleistet ist, werden die Schwierigkeiten sichtbar,
die bei diesem Vorgehen ,dhnlich wie in 6.2 , auftreten

kGnnen:

Beispiel 6.1

1. 1
X={o, 5 l}-n, f(0)=0=f(-72‘ Y, £(1)=1 . tnx
Es sei a=e =, tn=n fiir nGT1; mit En(x)=ane ist (En)neIN(;V1

eine Minimalfolge filir £ auf X bhzqgl. Vl’ denn es gilt
1 - Y =
lim| | £-E_] | o

n-o

L
e
[é2]

gibt jedoch keine beste Approximation an £ auf X bzal. V].

Es sei X={x1,x2,x3}!1I'mit ¥ X <Xy 50 geaeben, daf flir f

S3 . . .
auf ¥ die Minimaldsung E(x)=ae Y(EVl existiert und weiter
aro erfiillt ist. Es gilt also

53, .
(6.12) ac T H(-1)'r = f£(x,) 1eicl

=

-

die Minimalabweichung von f anf ¥ sei also lr]: re
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Nach Voraussetzung gilt f(x3)+f(x2)#o, so daf man durch
Elimination von r und a das dquivalente Gleichungssystem (6.13)
erhdlt:

SX 4
-r=f(x3)-ae
e f(x3)+f(x2)
SX SX
(6.13) e 3+e 2
sX sX
e 3_e 1 _ f(x3)—f(xl)
sX sx., f(x,)+f(x,) -
o 3+e 2 3 2
t t ‘
Mit F(t):=— B ! ' Flxy) E )
=X = fir t€IR und w:= Fx T+ (%)
e Jte 2 3 2

ist die L&sung des Gleichungssystems (6.12) zuriickgefihrt
auf die Bestimmung einer reellen Nullstelle von F(t)-w .
Satz 6.3

Es gibt genau dann ein s€IR mit F(s)=w, wenn w<1l erfiillt
ist, und s ist dann eindeutig bestimmt.

Bewelis:
Wegen X <Xy<Xg gilt fiir teIR

t(x,+x.,) t(x. . +x.) t(x,+x.,)
_ 1 73 _ 3 72 _ 1 72
aF (t) _ (x3 xl)e +(x3 xz)e +(x2 xl)e o
dat tx3 tx, o :
(e +e )
F(t) ist also in IR streng monoton wachsend.
Weiter erhdlt man
. 1 1
1im F{(t) = lim( - )= 1
- - t(x.~-x.,) t(x,-x.,) ti{x,-x.)
t-> t> 1+e 2 73 e 371 +e 2 71
und analog lim F(t) = -=, F(t) nimmt also fiir t€R jeden
t+—c

Wert aus (-, +1) genau einmal an. Damit ist der Satz gezeiat.
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Bemerkung 6.1 ‘
Gilt sign(f(x))>0 (<0) fiir x €I, &ndert also f in I sein
Vorzeichen nicht, und ist f in I ferner entweder streng mcnotcn

wachsend oder streng monoton fallend, dann qgilt
£ (x3) -f (XL)
f(x3)+f(x2)

fir x, €I, 1<ic<3, mit x;<x,<x,.

17273

Damit 148t sich der folaende Algorithmus formulieren:

Die Minimall8sung EO fir £ auf I bzql. V1 sei nicht in Vo
enthalten, Eo ist also nicht die Nullfunktion. £ x |
l. Zur Ermittlunag einer Startfunktion El(x) = ae 1 .

bestimme man in I drei Punkte x 1<i<3, mit

1,1’

x1,1<x1,2<xl,3 , so daB f in } keine

{2y 17 %1,27 %93

Alternante der Linge 2zwei besitzt; nach Voraussetzung ist
dies m8&glich.
f(xl 3)—f(x1,1)

. = L d 4
Gilt ferner Wyt Fix YTE (% 3 < 1 , dann ist t1
1,3 1,2

die reelle Nul}stelle von

, i B U T B
' e 134 142
fix, )+f(x, ,)
Man erhilt a, aus a,:= 1,3 1.2 .
‘ 1 t.x t.x
o 1 1,3+e 171,2

Die Punkte X1 40 1<i<3, seien so aewihlt, daB
[

t,x
/3
|r1|=|f(xl’3)-a1e 171 | >0

gilt; dies ist notwendig fiir die Durchfiihrunag der folaenden
Iteration.

t
2. Es sei n22; ist En-l(X)=an—le

x _
n-1 nicht bereits die hbeste

Approximation fiir £ auf I, dann bestimme man X0, €I, 1gig3,
so das

ofsign(f(x, ()= _;(x  jW==sian(flx 4 )=E (x4 44)), i=1.2
erfiillt ist und weiterhin f-En_1 in Xn,i fir 1<ic3 dem Betraqge
nach einen méglichst grofen Wert annimmt; nach Konstruktion
von En-l ist dies m&glich.

. : | BRI
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Gilt weiter _
f(Xr\,3) f(xn,l)

' W= <1 , dann
ist tn die reelle Nullstelle von
etxn'3— txn,l
F (t)-w := = -t 3
n n txn 3 tx n '
e '“+e ’
f(x Y+ (x )
weiter ist a_:= n,3 n,2 .
n t x t x

e I n,3+e n“n,2

Bemerkung:

1. Fiir jedes Element f der in Bemerkung 6.1 beschriebenen
Funktionenklasse ist das Verfahren stets durchfiihrbar: "
Zunichst besitzt £ nach Voraussetzung in keiner Punktmence X (CI
eine Alternante der Lidnge 2zwei; nimmt man an, dag bei der
Ermittlung einer Startfunktion fiir jede Menge XQI, IX|=3,
stets Irl|=o gilt, dann folat mit Satz 1.1: f€V, ;

denn dann gibt es fiir {xl,xz,x3} cI , X <Xy<Xq, ein Elevl

mit El(xi)=f(xi), 1<i<3 und fiir jede Mence {xl,xz,x), X€elI,
xl#x#xz, ein EXG. vV, mit Ex(xi)=f(xi), i=1,2 und Ex'(X)-f(X).
woraus E _=E, folgt. Man erhdlt also bereits mit der Start-
funktion die gewiinschte L&sung. _
Weitergehende Untersuchungen , etwa Aussagen zur Konveraenz
waren mir hier nicht m&glich. Es stellt sich die Frage, inwieweit
N Mit N>2
verallgemeinern kann und somit, im Gegensatz zum Newtonschen

man dieses Verfahren fiir die Approximation in V

Iterationsverfahren, nur die Frequenzen von Nidherungen durch
Bestimmung von Nullstellen ermittelt und dann die linearen
Parameter direkt berechnet; eventuell kann man auf diesem Weage

wie hier fiir N=1 Aussagen iiber die Existenz bester Approximaticnen
auf diskreten Punktmengen X mit |X|=2N+1 erhalten.

Zur numerischen Durchfiihrung des Algorithmus, insbesondere
zur Bestimmung der Nullstellen tn beachte man §9; die dort
angegebenen Beispiele lassen dieses Verfahren als brauchhar
erscheinen, |

2. Die 1Idee zur L&sung des Gleichungssystems (6.12) aeht
zuriick auf H.J.Maehly,Numerical Solution of a Certain
Transcendental Equation Involving Exponentials (A Remark on
a Paper of J.R.Rice), J.Soc.Indust.Appl.Math.,Vol. lo (1962).




