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IT. NUMERISCHE VERFAHREN

Es sei I das Intervall [a,b]CIR und f €C(I); NEN. ,
Es werden nun Verfahren zur Konstruktion von N&herungen
beschrieben; das entscheidende Problem hierbei ist die
Behandlung eines nichtlinearen Gleichungssystems.

5.1 Ndherungen nach Meinardus

Gegeben sei eine Punktmenge X= {xi|o<1<2N-1}£;I, gesucht ist

N t.x
eine Funktion E(x)= ] a e e VN mit
i=1

A(S:fy4ﬂ. E(xi)=f(xi) 0<i<2N-1

Nach [13]'wird eine zumindest formale L&sung dieses
Interpolationsproblems angegeben; hierzu wird X als &qui-
‘distante Punktmenge angenommen: »

' x;=a+tih ogi<2N-1, h>o .

t.a t.h

Setzt man fiir 1<j<N Aji=aje 3, Eyi=e J ung

f3:=f(xj) fiir o<j<2N-1 ,
“so erhdlt man aus (5.1)

’ N
(5.2) , Y A, gl =f, 0<i<2N-1
J 1 J J -

Zur Ldsung dieses nichtlinearen Gleichungssystems mit den
~ 2N Unbekannten Aj und Ej wird ein Verfahren angewandt, das

auf Srinvasa Ramanujan,[14], zuriickgeht:

| : N A, R PR
Die rationale Funktion R(x):= Z TT??%?_ besitzt fﬁr'xéiU, ,; e
U—{xe R| max |E. x| <1}, die Darstellunq L
‘ 1<j<N ] S
N . o N
R(x)= ] A, Z elxl = ¥ xt ) A,E;.E'
3=1 J i=0 7 i=o - j=1 1.
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_ N
Mit £ =] AjE§ fiir i>2N erh#lt man unter Beachtung
j=1
von (5.2) flir Xx€U : R(x)= Z X f,L .
i=o
R 138t sich weiter schreiben in der Form R(x)=§%§% mit
N 1 i I\ N
(5.3) P(x): Z Py x* = YA, 1 (1-E, y) -und
=0 3=1 J i=1 ‘
i#j
N i N
(5.4) Q(x):= ] q;x7:= 1 (1-E;x)
. i=o i=1

Es gilt somit fiir x€ U

N-1 o

1 pyx toq y qyx 1y ¢ 5 x f y = ¥ ox* 7 q.f,
i=o i=o i=o i=o  k+j=i 3%
k>0
0<j<N
und Koeffizientenvergleich ergibt:
)
q.f,_.=p. 0<i<N-1
j=o jhi-j "1
N<i<2N-1

Aus (5.4) folgt qo=l und man erhilt so ein lineares
Gleichungssystem mit den 2N Unbekannten gy l<i<N, und
Py ogi<ti~1:

p0=f0
(5.5) y qj 1-57P1="f4 1<i<N-1
(5.6) Z qJ -3 =—f, N<i<2N-1

Die in (5.5) auftretende Dreiecksmatrix mit N-1 Zeilen
und Spalten sei mit L. 4 bezeichnet; die (N-N)-Matrix Fg
des Systems (5.6) ist eine Hankelsche Matrix:




n-1 fw-2 o0 %o
w7 | : :
fon-2 Fow-z ooor Feen

Zur LOsung von (5.2) und damit des Ausgangsproblems geht

man vor, wie folgt:
1. Ermittlung der Frequenzen .

zuerst bestimmt man eine L&sung g des linearen Gleichungs-

£y 9
fy+1 92
systems FN q =- . mit g={ .
| Fon-1] 19N ]

Existiert eine Ldsung q, so werden die Nullstellen des

N .
Polynoms Q(x)= } qixl mit q_=1 ermittelt.

i=o ,
Besitzt Q die N Nullstellen z., 1<i<N, so sind diese
wegen qo=l von Null verschieden und nach (5.4) sei o.B.d.A.

-1
5 =
(5.7) Ey zy 1<i<N .

Besitzt O nur einfache, reelle Nullstellen und ist weiter
%,>0 fiir 1<i<N erfiilllt, so erhdlt man die reellen
1

Frequenzen : ti=h- In B =-hn"t1n zZg. lgigN o

2. hie Koeffizienten Ai und ai

Die Koeffizienten pi, 1;1;N—1, erhilt man aus

a3 £1 Py |

q; £, Py
Ly-1 | o =1 -

-1 |Fn-1) [Pr-1f

Mit po=fo ergeben sich nunmehr aus (5.3) und (5.7) durch
es genigt dazu

Koeffizientenvergleich die Grd&Bfen Ai' 1<i<N;
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daf Q genau N reelle Nullstellen besitzt und so E,, 1<i<h,
nach (5.7} pestimmt ist. Fiir den Fall, daf Q nur einfache,
reelle Nullstellen besitzt, kann man nach Satz 5.1 Ai expli-
zit angeben.

gind N Freguenzen tieIR, 1<igN, ermittelt, so gilt

—tia
a, = A.e € R, 1gigN.

Bemerkung:

1. Sind die Frequenzéen tyy 1<izN, bekannt, dann koénnen

die Koeffizienten as . 1<igN, auch durch Ldsung des

(nunmehr linearen) Gleichungssystems (5.1) bestimmt werden.

2. Ein nichtlineares Gleichungssystem wie (5.2) 'erhdlt man,
wenn man an Stelle des Interpolationsproblems (5.1)
ein Approximationsproblem auf einer Punktmenae

{x, |ogiz2N, x;=x_+ih}
zu l&sen versucht; man vergleiche hierzu Abschnitt 5.2 .
3. Kelly beschreibt in [9] zur Losung von (5.1) ein Verfahren

von Prony ("Prony's method") :
Es wird benutzt, das die f,, o<i<2N-1, falls fi=E(xi)

mit Eéivg erfiillt ist, einer pifferenzengleichung N-ter Ord-
nung geniigen. Die Bestimmung der Koeffizienten dieser
pifferenzengleichung fiihrt auf das Gleichungssystem (5.6)

und die Frequenzen ergeben sich wie oben beschrieben.

zur Theorie des verfahrens:

Die Bezeichnungen von oben werden peibehalten.

Formeln zur direkten Bestimmung der Ai gibt Satz 5.1 an:

satz 5.1
Q besitze die N einfachen,reellen Nullstellen Egl, 1<j<M;

Ej ist fiir 1<jgN wegen qo=1 definiert.

Behauptung: _
Nl o N-1-9
] p4E
j=o 1 ¥
n (E,-E.)
=1 ¢ 7

7k
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Beweils:

egen Eglfo flir 1<j<N erhdlt man aus (5.3) filr 1<k<N:

M-l 5 N N E, N Ei
1 P4Bx =12 mT(l-%) =Aa T (1-p=)
j=0 i=1 j=1 k j=1 k
j#d j#k
N-1 N N-1 . N
=3 1 N-1-j -1
A, = ) p.E I E, (E,~E,) ) p.E n (E -E.)
k =0 jTk 3=1 k'k j=0 ik 5=1 k 73
J#k j#k

Damit ist die Behauptung gezeigt.

Es folgen nun Aussagen zur Existenz von L&sungen fiir das -
Gleichungssystem (5.6) und deren Eindeutigkeit.

Hilfssatz 5.1

n .
Es sei n€MIN; besitzt das Polynom Z cixl eine Nullstelle z#o,
i=o n
dann ist z 1 eine Nullstelle des Polynoms ) cn_ix:L .
i=o
Beweis:
Nach Voraussetzung gilt
n n
n -1.4 _ n-i _
z ) c _;(z ) = .z C 42 = o;
i=o i=o
wegen zn¢o folgt daraus die Behauptung.
Satz 5.2
n t.xi
Es gelte fizE(Xi)= 7 ase ] fiir ogi<2N-1 mit grd(E)=ngN;

j=1
Ay und E, sind fiir 1<i<n definiert wie oben. Es sei ziEIR
mit zi#o fiir n+l<i M beliebig gewdhlt.
Die Koeffizienten qy 0<i<N, seien gegeben durch

? .4 n N
) A,X":= N1 (1-E,x) n (l-z,x) .
i=o * i=1 % i=n+1 +
Behauptung:

[, N f 1

9 x
. 9 fa+1
(5.8) Es gilt Fy : = - . und
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fiir n=M bilden die Koeffizienten qi, 1<i<N, die eindeutigq

bestimmte L&sung von (5.8) .

Beweis:

N
Das Polynom 5 q; x* besitzt nach Voraussetzung die n Null-
i=o
-1 . -1 tih |
stellen E » lgizn, (Ei ist wegen Ei=e stets definiert).

Nach Hilfssatz 5.1 gilt flir l<kz<n:

o=} qN_iE;='Z q;Ep +qOE§ ; wegen g _=1 folgt fir lckgn:

N n n .
N+j-1-1i -1 -

= ) (] AE Ya; = J (] aE )AE]
i=1 k=1 k7k i & 12 ik KTk

"
H 1
>
2
(88
T
5

N+j-1 ¢

damit ist (5.8) gezeigt. N N

Es sei nun n=MN; es gilt also X qix1= n (l-Eix) und
i=o i=1

< <
N

es sei - |=V eine zweite L&sung von (5.8); fiir 1<j<N folgt

<

L -

N N

) Y aEdh( ] v BN
(5.9) foe_v.= VAR T vE
= N+j-1-i' i k=1 kK k i=1 i“k

ie (M-N)-Matrix dieses Gleichungssyvstems besteht aus den

D
Elementen A]FE 1 1<k,j<N. wegen E€ VgV, gilt

(5.10) Ak#o, 1<k<N, und O<E, <Ey 4/ 1<k<N-1.

—i) -

N+§-1

Somit erhdlt man:
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- (@] @] O
AlEl A2E2 ceees ANEN
1 1 1
AJE] ALE; ... AGEL
det . . . =
*oN-1 C N-1 *_ N-1
_§lEl AyEs T.... AGEL ]
B! 1 e 1]
N E E. .... E
=(na) det |.! .2 Nl xo,
i=1 : : :
N-1 N-1.... N-1 -
_Fl E2 EN J )

da eine Vandermondesche Determinante vorliegt und die
Ungleichungen (5.10) bestehen. Das Gleichungssystem (5.9)
ist also eindeutiqg 18sbar und es gilt daher fiir 1<k<N

N .
Z V.EN i - __EN )
L. 1Tk k
i=1
N
B
da-| | eine Ldsung von (5.9) ist.
N
EN
N X N .
N-1i i, . . .
Das Polynom Z VX = z Vy-iX mit vo=l besitzt damit die
i=o i=o

N Nullstellen E,» 1gksN, und nach Hilfssatz 5.1 gilt
. N ;

) v, X =0 1<k<N .

i=o N -

" =1
'fur x-—Ek :

Mach Voraussetzung stimmen die Nullstellen von Z vix1
i=o
M
und ) qixi iberein, womit die Eindeutigkeit gezeiqt ist:
i= L

© ag=v, @ 1<i<N .

Bemerkung:
. —r . . _ . o_
Nimmt man an, das fi~E(xi) fiir 0<i<2N-1 mit E EVy V-1

erfiillt ist - (5.1) besitze also die eindeutig bestimmte
Losung & - , so folgt mit Satz 5.2 , daB das beschriebene
Verfahren die L&sung des Interpolationsproblems (5.1) ergibt.




Es soll nun noch gezeigt werden, daB die Aussage von Satz 5.2

. . e : " o
zuxr Existenz einer L&sung nicht nur fiir E€V

N richtiqg ist.

Hilfssatz 5.2

Fliir nGIN und t€IR gilt mit ogm<n:
n
] =05 (0™ = o
k=0
Beweis (Meinardus, [13]):

Es sei Kr={z€dﬂ |z|=r}, reR. Unter Verwendung des

Residuenkalkiils erhdlt man fir r>n:

n - n n _
Zii Lf (t-z)™ 1 (z-3) laz = ) Res (t-z)™ @ (z-3) -
Kr j=o k=0 z=k j=o
n n n n
= ] lim (z-B) (t=2)™ 1 (z-9) "1 = T (e-0)™ 1 (k-9)" ! =
k=0 2z-+k j=o k=0 j=o
z#k j#k
n m : n
_ (t-k) -k _ _.in 1 K, _,ymn
= kzo AT (T = (-1 =S kzo( DR T ()
m . m n+l . n
Es sei A(z):= ] a,zl:=(t-2)™ und B(z):= } b.zd:=1 (2-§) .

Es gilt am=(—l)m, b l=l und man erhdlt fir ze€, zFo:

n+

OILIRCENNENIET R
j=o

' n :
lB(z)l;lz!n+l<1~iZ b, 1127727
=0

W&ihlt man daher r €IR, r,>n, hinreichend groB, so gilt

In(2) [2]2]™ wna [B(2) |25 121" fir zec mit |z)ar.
. Az -
Daraus folgt mit rzr_: | -E%E%-dzl < grr™ 0,

K

Wegen m<n erhdlt man somit filir alle reIR mit r>r

-1

_J;l
ni

n 'd
I 0 en™@) e ar
k=0 )

voraus die Behauptung folgt.
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Bemerkung:
Diesen Hilfssatz erhdlt man auch aus der Beziehung

1 B -k . o
An(o,l,...,n)g=—;T~kZ -1 gk (willers, [23], 5.73)
=0
mit q(x)z(t-x)m; denn aus m<n folgt nach (1.9)
n
A" (o0,1,...,n)g=0 und damit z ( )(t k)
k=0
Satz 5.3
N-1
Es sei N22 und f E(x ) mit E{x}={ z a;x )e é;V VN 1
i=o
fiir 0<i<2N~1; ferner sei mit E1=eth fiir o<izsN qa; gegeben
' N i N '
durch Z g;x = (l-Elx) o
i=o
Behauptung:
9y N
-1 B 125
1 S R :
In Fon-1
Beweis:
Mit dem Binomischen Lehrsatz erhdlt man
X i N N, 1 i
I gy’ =] (-1)7(J)Ex
i=o i=o

und daraus durch Koeffizientenvergleich

qi=(~l)l(§)Ei , OLic<N;
fiir 1<j<N gilt daher mit A=e °:
N N N-1 L
i k N+j-1-1i _
izlfw+j-1-iqi”Ai£1(k£ akxN+j—1—i)El 93
h+3 lNll ( ? E 'q k )=
E1 b2k 1 Ti*¥N+§-1-1
N+] l i N, _k
E, E a (igl( 15 () X511
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Mit ogk<N erhdlt man durch Anwendung von Hilfssatz 5.2 :

N . N . k :
i N, k i N ky _k-m,_. . m, m
(1) " () xg, s 4= (-1)7 () (()a (N+j=1=-1) "h =
izl 17N+ -1-1 igl i ;O m
k N .
, =] 295" T 0t (v -nT=
m=0 i=1 :
k
. k, _k-m _yym _ K
= m£o(m)a (N+j-1) 'h = XN+§-1
N . N-1
. . —awN+j-1 _Jk e
Damit gilt izlfN+j_l_iqi—AEl kzoak( Xn+5-1) =" Fyeg-1 *

was zu zeigen war.

Bemerkung:
Versucht man (5.2) mit A,>o fiir 1<i<N zu l8sen ( O<E;<E. 4

gilt nach Definition), dann liegt ein endliches Momenten-
problem vor (Gantmacher, [25], S. 211); nach [25] besitzt (5.2)
in diesem Fall genau dann eine L&sung, wenn die quadratischen

N-1 N-1 ,
Formen Z F.o o V.Vy X £, v.Y positiv definit sind.
j, k=0 j+k“ 3k 5, k=0 j+k+14 44k ,

LdBt sich f als Dirichletsche Reihe mit positiven Koeffizienten
darstellen, gilt also

© s X .
f(x)=n£l c e T it c ,s €R, c >0 fiir 1<igN und c 20, nelN,
dann ist (5.2) l18sbar, wie in [11] gezeigt ist:
© s,a (j+k)hsn
Es gilt f,>0 fir ogig2N-1; mit £, .= nzl ce’ e ailt
N-1 o s_a N-1 Jjhs khs
] fiov:v= Jce®™ T e Tye Dy-=
jk=o IYRTITR S 2yTRT o feg 3 k
® s a N-1 js_h N-1
n n 2
=) cel ( Je v.) so daB f.,.v.y, >0 gilt
n=1 " j=o J ' j,£=o J+k7 37k '

falls nicht Y;=0, 0<j<N-1, erfiillt ist (wegen c,>o fiir 1<izN).

i

Ebenso folgt die positive Definitheit der zweiten quadratischen -
Form. Man beachte hierzu die Beispiele von §8. '




Es wird nun gezeigt, daB8 die Bestimmung von det Fy keine

Aussage {iber die Durchfithrbarkeit des Verfahrens zulépt: -

Beisgpiel 5.1

Es sei N=2, X={o0,1,2,3}.

_ _ _ 2 _3

1. fo-l, f1~e, f2—e , f3~e
e 1l :

Es gilt det F2 = det =0, Jjedoch lassen sich
_?2 e
- 2

: 93 €
L&sungen von F =={ 3 angeben:
2 d5 e -

Die L&sungsmenge des Systems ist gegeben durch

{[ gr Jlrem }.
-e“+er

Es sei nun re€R, r#e, fest gewdhlt:
Damit folgt Q(x)=(—e2+er)x2—rx+1; die Nullstellen von Q

l=e und E2=r—e .

Ll=1 und daher pl=—r+e und po=1 .

sind zl=e_l und 22=(r—e)—1, Damit folgt E

Es gilt Ly-1™

Die Gleichung (5.3) lautet hier:

l1+(e~r)x = A, +A ex .

1°2 2
Dies ergibt: A2=1—Al und e—r=(e—r)Al—(l—A1)e

+x(e—r)Al-A

2e—r=A1(2e—r) =_— A1=l, A2=o

Von Bedeutung ist also nur die Bestimmtung von tlz
tl= 1n El =1 .
Man erhdlt E(x)=e*; dies ist die Ldsung des Interpolations-

problems.

2. £.=1, £,=-1, f,=1, £ =1 .

1 2 3
Hierfiir gibt es keine L&sung EeV, mit E(i)=fi, o<iz3,

da E Zo hOchstens eine reelle Nullstelle besitzt.
Die Gleichungen

~d, +q2 = -1

q, — 4, = -1

sind unvertrédglich und es gilt

= -1 1
det F, = det[ ] _l]— o
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5.2 Konstruktion einer Ndherung nach Rice

Es sei in I=[a,b] die &quidistante Punktmenge
X={xi|xi€ I, x;=a+ih, 1<i<2N+1, h>o}

gegeben.

Unter der Annahme, daB es eine beste Approximation EEZVS-VN 1

an £€ C(I) bzgl. Vg auf X gibt, wird ein Verfahren zur
Bestimmung von E nach Rice,[16], hergeleitet.

Man kann hoffen, auf diesem Wege Niherungen fﬁf die bheste
Approximation an f auf I bzqgl. Vg zu erhalten, da diese, -
sofern sie existiert und die L&nge N besitzt, in I eine
Alternante der Linge 2N+1 hat.

N t.x
Es sei also E(x)= ) aje i e‘vg-VN_l die beste Approximation
i=1

an £ auf X; es gilt daher

(5.11) E(xi)=f(xi)+(-l)ir 1<i<2N+1

|r| ist also die Minimalabweichung von f auf X; eliminiert .
man r durch Addition aufeinanderfolgender Gleichungen, so
erhilt man das Gleichungssystem

N tia th t 3h : . :
(5.12) } a,e T (e T +1l)e = flx)+f(x,,,)  1lgjeaN
i=1 * J J
Die Bestimmung der Koeffizienten und Frequenzen von E
aus (5.12) wird nun nach Cesaro, [4], zuriickgefithrt auf die
Ermittlung von Nullstellen eines Polynoms und die
anschlieBenden L&sung eines linearen Gleichungssystems.
Hierzu werden die folgenden Bezeichnungen eingefiihrt:

Eyr=flx)+E(x,,0) - 1gjg2N

t.a t.,h t,h
e 1 (e i +1), Ei:=e i 1<i<N

Damit erhidlt man aus (5.12)

N .
J . .
J ALE; = £, 1<§<2N
j=1 171 3

und da nach Voraussetzung Ai#o fliir 1<i<N erfiillt ist, gilt
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fir 1<kN (wegen linearer Abhdngigkeit der ersten Spalte): .

r k k A
fk El * e s 0000 EN

fk+1 E1 ceessee E

det = o

fxan E

bt K00 s
-+
Z

R eaee
+
b

cossene E

Wegen Ei#o, 1<i<N, folgt daher

- .
£, 1 eeen.. 1 ‘
_ 1 1
fk+l El o 2 3 ¢ s 89 EN
(5.13) det . . . =0  1<k<N .
N N
~fk+N El ® ® » 0o ® o EN ]

Entwickelt man die Determinanten in (5.13) nach der ersten

Spalte und ist D, fiir o<i<N die Adjunkte von fk+i » SO
gilt (da Di unabhdngiqg ist von k):
N
(5.14) ’Z f+iDy = © 1<k<N .
i=o
Ebenso erhdlt man
¥oi
(5.15) E.D, = 0 1<j<N ,
i=o J

da in den entsprechenden ‘Matrizen zwei Spalten i{ilbereinstimmen.
Aus Ei<Ei+l folgt

(5.16) Do‘r‘o, DN;éo

Je eine Gleichung aus dem System (5.15) erqgibt zusammen

mit (5.14) eine linearés,vhomogenes Gleichungssystem mit den
Unbekannten D, O0gigN:
Es sei je{1,...N}:

(5.17)
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Wegen (5.16) folgt hieraus fiir 1<j<N:

S
1 Bl ... &N
3 j
fl f2 s & ® ¢ o 2 0o fN+l
det | T2 B3 eeeenelo fool o
i fN fN+1 s ® © & & 8 0 0 sz J

Dies bedeutet, daB das Polynom

[- o 1 , ‘ N A
x x *® & o & ¢ ¢ 8 0 x
f f e ® & o 2 8 40 f

P(x) := det 1 2 N+1

B fN fN+1 ® & 9 6 &6 9 0 0 sz J

tih

die N Nullstellen E =e r 1<i<N, besitzt.

Dieses Ergebnis legt folgendes Vorgehen zur Ermittlung
der Parameter einer Nidherung E nahe:

Man bestimmt die Nullstellen von P; besitzt P die N Nullstellen
Ei’ 1<i<N, und sind diese reell und weiterhin einfach und | A

positiv, dann erhdlt man die N reellen Frequenzen

=l
ty=h "ln E; , 1lgigN .

Mit diesen Werten 18st man das lineare Gleichungssystem (5.11)
oder (5.12), so daB damit die restlichen Parameter bestimmt

sind.

Bemerkungé )
Die L&sung von (5.11) ist vorteilhaft, falls | 1£-E]],

von Bedeutung ist, etwa zur Bestimmung einer unteren

Schranke fiir I]f—E||I .

Da die Koeffizienten von P sich aus der Berechnung von Deter-
minanten ergeben, k&nnen hier Rundungsfehler das Ergebnis ‘

. :besonders leicht beeinflussen.
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5.3 Konstruktion einer Ndherung nach Willers

In [23] behandelt Willers ein Verfahren zur "Anndherung"

von Punktionen durch Elemente von VN’ falls m Funktions-
werte (Messwerte) mit m>2N gegeben sind.

Fiir die Konstruktion einer Ndherung .aus VS fiir eine gegebene
Funktion f€ C(I), I=[a,b], bietet sich also mit diesem
Verfahren die Mdglichkeit, die Zahl der Funktionswerte,

die in die Rechnung eingehen, zu variieren; mit m=2N erhdlt
man das in 5.1 beschriebene Verfahren.

Es sei also mp2N und X={x,|x =at+ih, h>o, l<i<m} € I gegeben.

Nimmt man an, daB

E(xj) = f(xj) l<j<m
N tix
mit E(x)=i£laie e_VN N-1 erfiillt ist, so erhdlt man
: tia tih
mit A :=a;e » Ej:=e fiir 1<i<N und fj:=f(xj) fir 1<jzm:
7 A5l
(5.18) A.E; = f. 1<j<m
gz b1
N . N
Durch Q(x):= Z q.x] .= T (x-E.) sei g, flir o<i<N geqgeben;
Bl J . J l == ==
j=o i=1
Es gilt also
(5.19) Q(Ej) =0 1<j<N

Es sei nun k€ {1,...,m~N} fest und man betrachte in (5.18)
die N+1 Gleichungen .

N
] aEd™ =
=1ll

0<j<N

i
Multipliziert man fir o;jéy die (j+1)-te Gleichung von (5.20)
auf beiden Seiten mit gq., so erhdlt man mit (5.19) durch
anschlieBende Addition der N+1 Gleichunqen-

N

Y £yads = Z (ay Z (A,E k+3)

= (A X a EJ) = o
151,

j=o j=
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Da diese Beziehung fiir l<k<m-N gilt, erh#dlt man auf diese.
Weise eine lineares Gleichungssystem mit m-N Gleichungen )
und N Unbekannten a;. o<i<N-1, wegen qN=1:

N-1
(5.21) jzofj’*kqj e l<k<m-N

Es wird daher folgendes Verfahren vorgeschlagen:

Fiir m=2N bestimme man die Unbekannten 94+ O5igN-1, durch
Losen des Gleichungssystems (5.21), falls dieses l&sbar ist.
Fir m>2N bestimme man q;, 0gigN-1l, durch Anwendung der
Methode der kleinsten Quadrate.

Hat man so Koeffizienten a;r 0<i<N-1, gefunden, so bestimmt

N
man die Nullstellen Ei' l<i<N, von Z qixi mit qN=1 .

i=c
Gilt E;€R und E;>0 flir 1<i<N, dann erhdlt man die
N Frequenzen ti=h_lln E;, 1lgigh .

Sind die Nullstellen des Polynoms einfach, gilt also ti#tj

fiir i#j, dann bestimmt man ay fir 1<i<N durch L&sung eines

linearen Gleichungssystems, das aus N Gleichungen von (5.18)
besteht.




- 84 -~

5.4 Numerische Beispiele

——— e e e e T S IR I I R SIS I

gzur numerischen Erprobunc der drei bheschriebenen Verfahren

sind mit der CD 3300 des Rechenzentrums.der Universitédt
Erlanden—Nﬁrnberg Berechnungen durchgefiihrt worden;

die Programme sind in FORTRAN IV geschrieben und es ist stets
mit doppelter Genauigkeit gerechnet worden. Alle Zahlen-
angaben sind daher gerundete Grofen. Die Zeichnunagen sind

mit dem Plotter des Rechenzentrums und den dort vorhandenen

Plotterroutinen angefertiqt worden.

In den folgenden Beispielen werden die'Bezeichnungen benutzt,

wie sie bej der Herleitung der Verfahren eingefiihrt worden _
sind.

Flir 1<N<4 treten mit f(x)=§%i, f(x)=V/x in I=[o0,1] oder

der Riemannschen Zetafunktion in I=[2,3], 1=[2,4]

keine Schwierigkeiten auf: Es wurde keine Punktmenge X ae-
funden, so daB hier ein Verfahren gescheitert wdre. Die Giite
der jeweiligen Niherung E, d.h. Ilf—EIII, hingt wesentlich
von der Menge X ab und man wird daher im allgemeinen, um aute
Ndherungen zu erhalten, verschiedene Punktmengen X verwenden,
In den Zeichnungen sind stets die jeweiligen Fehler-
funktionen f-E dargestellt.

Beispiel 5.2
Es sei f(x)=Yx, I=[o,l] und N=2.

tlx t, X
le +a2e ;7 2ur

Beurteilung der folgenden Ergebnisse beachte man die

" Zu bestimmen ist also eine Niherung E(x)=a

Resultate von §7.
Eine giinstige Niherung liefert das Verfahren von 5.1

mit den Punkten X, = o.,01 + ih » 0£1i<3, wobei x3=o.800

und damit h=0.2633 ist. Man erhdlt die Polynomkoeffizienten
g,=0.345 112 153 , q2=-1.467 229 623 , a_=1.000 000 000 ,
pl=o.376 089 942 , Po= 1l.000 o000 ococO .

Die Nullstellen von Q sind 3.398 958 380 und 0.852 499 o044 .
Es ergeben sich die Parameter ‘

al=—o.483 373 717 t1=—4.646 084 908

a,= 0.558 037 443 t,= 0.606 0l2 117 (Zeichnuna 1)

Die Norm der Fehlerfunktion ist o0.07466
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Mit x.=0.1 , x3=o.9, h=0.2666 erhidlt man

o
al=-o.496 967 379 t1=-2.961 059 561
a,= 0.655 627 o088 t,= 0.450 327 955 (Zeichuna 1A)

Die Norm der Fehlerfunktion auf I ist hier o0.15866, WOmit

die Abhdngigkeit von X demonstriert sei.

i-1
4

Das Verfahren von Rice ergibt mit X;= R 1;1;5,-dés

_ 2 .
Polynom P(x)—pzx +p1x+po mit

p2=-o.67o 540 689 , pl=o.965 925 826 , po=—o.222 252 952

und den Nullstellen 1.153 063 231 , 0.287 454 6lo .

Man erhdlt so die Parameter

a1=~o.565 226 602 t1=-4.986 761 225
a,= 0.570 571 292 t2= 0.569 688 323 (Zeichnung 2)
Flir 1<i<5 gilt: £x, t,%,

|Vx; -a e -a,e |= 0.004 744 688

Damit ist gezeigt, daB, obwohl x,=0.0 und x.=l.o0 Alternanten-

1 5
punkte der Fehlerfunktion fiir die beste Approximation an £
bzgl. V2

beste Approximation auf {xill;i;S} fir £ ist, in x, und x,

verschieden

auf I sind, die Ndherung nach Rice, die ja die

wesentlich von der Minimall&sung fiir £ bzagl. V2
sein kann

Mit dem Verfahren von Willers kann man oft bessere Ndherungen
fiir die Frequenzen erhalten; es werden m Punkte x,=o.o+(i-1)h
mit l<i<m und xm=1.o verwendet: '

m=lo: Es ist also h=-%—; man errechnet die Koeffizienten

q2=1.ooo co00 ©O0C , ql=—l.456 251 707 , q0=o.406 468 o037

und damit die Nullstellen 1.079 834 854 und 0.376 416 853 .
Die Frequenzen sind also: t1=-8.793 522 892
t,= 0.691 273 052

Durch Losung des Systems

2 t.xk
Ja,e ¥ = Vx k=2,3
. 1 K

i=1 : :
folgt a,=-0.420 954 177 Sl
= 0.455 428 511 (zeichnuna 3)
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Durch Vergr&fiern von m erhilt man nicht unbedingt bessere

WTerrta: .
n=22: tl=-15.928 838 t2=o.799 146

m=32: tl=-21.251 ool t?=o.838 %08

Schwvierigkeiten ergeben sich mit xC[-1,1] fur £(x)=|x| bei ¥>3
J‘ -5 : x<-0.5
! X&(-0.5,0.5) oder f(x%={

: x> 0.5

243 ! %<0
undl f(x)=$ lo

(o+

92 BT

2= ¥>0

fir N>2:

Deispiel 5.3
2+4x - %<0

1=[~1,1], N=2, f(x)={ .

{ 2=x : x>0

Bei der Berechnung nach 5.1 erhdlt man fiir O meist komplexe
NMullstellen, wie die folgende Tabelle zeiat:

(es geniigt die Angabe von ¥ und xq)

Die Nullstellen von 0
Xe v Xy Realteil Imaqindrteil
~1.0 l.0 o.8000 + o.6000
-0,9 0.9 0.8235 T 0.5673
-0.8 0.8 0.8462 * o0.5329
~0.7 0.7 0.8679 T o0.4967
-0.5 0.5 0.9091 to0.4166
-0.8 0.7 00,7282 + 0.4225
~0.7 0.8 l.0274 > 0.5962
-0.5 0.4 0.6986 to0.2149

i x0=~o,5 und x3=o;35 jedoch ist das Verfahren durchfiihrbar:
Man erhilt die Polynomkoeffizienten

a7 2.837 A62 834 g,7~3.470 763 132 9,=1.000 ooco ooo
P,7=3.422 811 364 Py~ 1.500 ooo ooo und damit

dAile IMmllstellen ©0.758 641 874 und o.464 550 581 .

s folgt damit .
= 2.820 549 263 t1=o.974 913 359
a,="2,8393 915 427 t,=2.705 946 470 (Zeichnunql4)‘
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Die Minimalabweichung flir £ in I bzqgl. V1 ist 0.5 (die beste
Approximation ist die konstante Funktion E(x)sl.Sé}ﬁ); die
gegebene "Ndherung" approximiert also schlechter als

die heste Approximation bzgl. Vl .
Weitere Ergebnisse:

Mit xo=—o.5, x3=0.3 erhdlt man

a,= 2,138 865 180 tl=o.692 894 768
a2=—o.185 691 049 t2=5.381 257 439

Die Norm der Fehlerfunktion ist qr&ger als 37.0 .

Mit xo=—o.5, x3=o.25 erh&lt man

a,= 2.050 428 834 t,= 0.624 759 329 -

1 1

a2=—o.050 428 834 t?=lo.207 441 475
Die Norm der Fehlerfunktion ist ar&fer als 1365.0;

fiir diese drei Fehlerfunktionen ist x=1l.0 der Extremalpunkt.

Bei der Ermittlung einer N&herunag nach Rice treten die qgleichen
Schwierigkeiten auf, da auch P meist komplexe Nullstellen
besitzt:

Die Nullstellen von P

Xy 1 Xg Realteil Imagindrteil
-1,0 1l.o 0.8571 +0.5151
-0.9 0.9 0.8732 +0.4873
-0.8 0.8 0.8888 +0.4581
-0.5 0.5 0.9333 +0.359%0

: A X

Fiir x1=—o.5 und x5=o.25 erhdilt man das Polynom P(x)=izopix

mit p2=—o.539 062 Soo0, p1=l.828 125 ooo, po=—1.398 437 5Soo0

und den Nullstellen 2.225 778 o005, 1.165 526 343 .
Damit folgt

a, = 2,314 520 833 tl=o.816 921 503

a,=-0.376 853 596 t,=4.267 234 771 (zeichnuna 5)




Auch die Berechnung einer Ndherung nach 5.3 mit verschiéﬁéheh
Verten fiir m fihrt auf komplexe Nullstellen; es sei x1=-l‘°

md x _=l.0:
t n

¢

Die Mullstellen von Q
m Realteil Imagindrteil
lo 0.9329 +0.1892
22 0.9740 +0.0831
32 0.9828 +0.0567

Die hier auftretenden Schwierigkeiten diirften darin begriindet
sein, daB es fir f in [—l,l] nach Satz 3.3 zweil Minimal-
18sungen El’EZ bzqgl. V2 gibt und daher keine bescte Approximation
bzal., Vg xistiert; es liegt also nahe zu vermuten, das

f=%,,
i
sich besonders auf die Verfahren von 5.1 und 5.2 auswirkt.

i=1,2 , in I keine Alternante der Linge 5 besitzt, was

2ur Anvendung des Verfahrens von 5.1 auf f(x)= 1%;— bzv. die

Riemannsche Zetafunktion sel auf §7 bzw. §8 verwiesen.
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