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§4 Lokale Minima

Es sei hier wieder ICIR ein kompaktes Intervall
und f €C(I); weiter gelte N&N,.

Definition 4.1

Eine Funktion ESEVN (EOE;VS) heift ein lokales Minimum fiir €
in VN (Vg), wenn es eine Umgebung U von Eo in v (Vg) gibt,

so dafB fir alle E&€U erfiillt ist:

N
[£-E Il < [1£-E];

Es wird gezeigt, daB im allgemeinen bei der Approximation
von f durch Exponentialsummen mit der Existenz lokaler
Minima nach Definition 4.1 zu rechnen ist; dies ist von
grofler Bedeutung filir die Konstruktion einer Minimall&sung
durch Iterationsverfahren.

Einfache Verhdltnisse liegen in Vg vor:

Satz 4.1 (Werner,[21])

Jedes lokale Minimum fiir f in Vg ist die beste Approximation
an f bzgl. vg auf I.
Beweis:

N tix
Es sei E(a,x)= ) ae

'ev§ mit grd(E(a))=K ein lokales
i=1

Minimum flir £. W&hlt man e>o hinreichend klein, dann ist

E(a) nach Voraussetzung beste Approximation an f auf I

S.X

1 (o F

N
bzgl. V:={ § Nl Iai—bi!<e>]si—ti| fir 1<i<K,

bie
i=1

&V
'Ibi]<€>lsil fir K<ic<N};

V erfilillt die Voraussetzungen von Hilfssatz 3.2 und der
Gradientenraum von E(a) als Element von V hat die Dimension

Dimension N+K. Damit besitzt f-E(a) in I eine Alternante der

Linge N+K+1 und nach Korollar 3.1 ist E(a) die (eindeutiaq

bestimmte) beste Approximation an f bzgl. Vg.
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Aus Satz 4.1 folgt mit Korollar 3.1 unmittelbar

Korollar 4.1 -

Ist E(a)e.Vo ein lokales Minimum fiir £ in Vv dann ist

N N’
E(a) die beste Approximation fiir £ bzagl. VN.

Damit ist gezeiqgt, daB lokale Minima fiir £ in V die nicht.

NI
zugleich Minimalldsungen sind, nur in VN-V; enthalten

sein kO&nnen.

Hilfssatz 4.1 (Braess,[2])

Es sei E(a) mit grd(E(a))=K auf I Minimall®sung fiir f
bzgl. Vg_l, nicht aber bzgl, Vg. Die Menge

{t, [t ;€ R, R+1gicN, t <t .}
sei so gegeben, daB sie mit dem Spektrum von E(a) kein

Element gemeinsam hat.

Behauptung:
In jeder Umgebung von E(a) in Yy gibt es ein E(b)G.V§ und
_ N tix
es gibt a ;€ R, K+lgicN, so das fir E(@,x)=E(b,x)+ ) a e
i=K+1

gilt: lE-E@ |l > [[E-E@ [} .

Beweis: (Man vergleiche hierzu den Beweis von Satz 8 und 9
in [11] und satz 2.1o in [24])
Man betrachte die Menge

S,X

i

_ oy N N+K
v:={E(Q)€ V |E(d,x)= ] d,e ~ , (dyseeerdyrSqrece SIER T,

i=]1
s;=t, fiir K<igNn}.

Die Elemente von V werden mit v(p) bezeichnet, wobei der
Parametervektor pG]RN+K dem Element v(p) & V zugeordnet ist

durch:
+
p=(dl,...,dN,sl,...sK)GlRN K —
‘ K Sy % N tix
+~—— v(p,x)=] dje + ] d,e " €V
i=1 i=K+1

E{(a) ist ein Element von V und der dazugehdrige Parameter-
vektor sei wieder mit a bezeichnet: E(a)=v(a)EevVv .
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Der Gradientenraum W von v(a) hat die Dimension N+K;

nach Hilfssatz 3.2 ist daher v(a) nicht Minimall&sung fiir f
bzgl. V, da F=f-v(a) in diesem Fall, im Widerspruch zur Vor-
aussetzung liber E(a), eine Alternante der Linge N+K+1 hitte.
Die Punkte xieI, 1<i<N+K, seien Alternantenpunkte einer

Alternante der L&nge N+K von F in I, die nach Voraussetzung
existiert; D sei die Menge der Extremalpunkte von F in T:
p=(xe 1| [F(x)|=||F||}.

Aus FEC(I) folgt die Existenz von N+K-1 Nullstellen

21<2,<...<2 . vy von F in I, so daB F auf Dr\[zi,zi+l]

fir o<iiN+K-1l das Vorzeichen nicht wechselt; dabei sei
267417 Zyax9p Mit I=[q;.q,].
Da W die Haarsche Bedingung erfiillt, gibt es mit dl= min D

(D ist kompakt) ein beIRN+K, so daR qgilt:

(b,grad(v(a,dl))) = siqn(F(dl))
o 1<i<N+K-1

(b,grad(v(a,zi)))

Nach Bemerkung 3.2 hat (b,grad(v(a))) in I genau die N+K-1
Nullstellen z5, 1<ig<N+K-1, und wechselt dort sein Vorzeichen.

Daraus folgt wie im Hilfssatz 3.2 -

(4.1) min(F (x)«(b,grad(v(a,x))) ) >o
xeD

Es wird nun benutzt, daB v(a) Fréchet-differenzierbar ist:
||v(a+r)—v(a)~(r,grad(v(a)))HI =ol(l|c]]),

wobei reIRNTK una |Ir|] die euklidische Norm von r ist.

Da D kompakt ist, gibt es eine offene Umgebung U von D in I,

so daB wegen (4.1) flir ein c>o, c&IR, gilt:
F(x)(b,qrad(v(a,x)));2c>o xeu .

Flir x €U folgt mit t&IR, t>o0

F(x) (v(a+tb,x)-v(a,x))= _

=F(x)t(b,grad(va,x))) + F(x) (v(a+tb,x)-v(a,x)-(tb,qrad(v(a,x))))
;2ct—]|FI]I]Iv(a+tb)-v(a)—(tb,grad(v(a)))]II
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Daher gibt es ein Tl>°’ so daB fir té& (o,Tl] die Unqleichunq
F(x) (v(a+tb,x)-v(a,x))>ct

fiir alle x€&€ U gilt.

Die Menge I-U ist abgeschlossen in I und filir x€ I-U qilt
P <l IRl s

daraus folgt h:=[|F||I - lFll;y >0 -

Die Dreiecksungleichung ergibt fir teIR

| lv(a+tb)-v(a) | II < || (tb,grad(v(a))) | ’I +
+]|v(at+tb)-v(a) - (tb,grad(v(a))) || ;

daher gibt es ein T,>0, SO dag fiir t&€ (o,Tz:] gilt:

||v(attb)-v(a) || < 2t||(b,grad(v(a))) || .

Fiir TEIR gelte

C h
4] ,grad(v @) [ " 4]]b,gradv(@a)) |1

o<T<mir1{Tl ,T2 ’

Flir x €U erhdlt man also
| £(x) ~v (a+Tb,x) |2 =

=|f(x)-v(a,x) |2—2F(x) (v(a+Tb,x)-v(a,x))+|v(a,x)-v(a+Tb,x) |2_<_=

<lIFl12 ~2cT +412| | (b,qrad (v(a) N 12 < |IF]]2 -2¢cT +eT <

<Hf-via |3
Fiir x&€ I-U gilt die Abschidtzung

| £ (x)-v(a+Th,x) |;|F(x) |+|v(a,x) -v (a+Tb,x) |
sHE = HFH o+ HE gt v@) =v(@+Th)] | 1 <

fia

<IIpll; -ne2t] | ,grad @@ |1 < P[] ~he 2 <|[e-via |1

Also gilt filir €1
| £(x)~v(a+Th,x) |< ||f-v(a)] !I = | |£f-E(a) | II

Da T>o beliebig klein gewidhlt werden kann, ist die Behauptung

nach Definition von V gezeiqgt.
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Satz 4.2 (Braess,[2])

K t.x
E(a,x)=.zlaie 1 mit dem Grad K und S(a)=sign(E(a)) sei
l:
o .
N-1' nicht aber bzgl. VN .

In I habe f-E(a) eine positive (negative) Alternante der

Minimalldsung fir f bzgl. V

Lidnge N+K, deren Alternantenpunkte mit X; 1<i<N+K, bezeich-

net werden. S=(Sl,...,SN) sei ein Vorzeichenvektor mit N

Komponenten, so daB erfiillt ist:

1. Durch Streichen von N-K Komponenten Sik, 1<k<N-K, in 8 _
erhdlt man S(a) und es gilt i1, -

2. 5, =t1 (s; =-1) und sign(S; =-sign(S, ), 1l<kgN-K.

N-K N-K k-1 k
Behauptung:
VN(S) enthdlt eine bessere Approximation als E(a).

Beweis:

Die Menge T={si[K+1;i;N, si<sj fiir i<j}CIR sei so gegeben,
daf T und das Spektrum von E(a) disjunkt sind.

Ordnet man die Frequenzen von E(a) und die Elemente von T

(4.2)

der Gr6Be nach, so erhdlt man eine aufsteigende Kette:

sl<sl<gl<...<8'! ;

17273 N
fiir die Elemente von T gelte hierbei:
| J— -
(4.3) sik Sg+k , 1gk<N-K .
Nach Hilfssatz 4.1 gibt es in VN~eine bessere Approximation
N s, X K s %
E(c,x)=E(b,x)+ J cye mit E(b,x)= ) b.e , so daB agilt:
i=K+1 i=1

1. sign(E(a)) = sign(E(b))

2. |s,-t,|l<|s,~t] fiir alle t€ T und
(4.4) N ) .

o flir alle i mit 1<iz<K .

Dies ergibt sich aus der Konstruktion der besseren Approxi-
mation E(c) nach Hilfssatz 4.1 . Nach einem mehrfach
benutzten Schluf besitzt E:=E(c)=-E(a)#o in (xl'xN+K)
mindestens N+K-1 Nullstellen und S(E) =sign(E) hat nach
Satz 1.3 daher mindestens N+K-1 Vorzeichenwechsel;

S(E) besteht also aus genau N+K Komponenten,
die abwechselnd positiv und negativ sind.

(4.5)
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Nach Satz 1.1 hat E genau N+K-1 reelle Nullstellen. Ist die
Alternante der Voraussetzung positiv (negativ), so ailt

E(x y>o (E(x )<o).

N+K N+K
Man beachte hierbei, daB nach Voraussetzung alle Alternanten
von f-E(a) in I mit der Linge N+K positiv (negativ) sind,
falls eine Alternante dieser Lénge positiv (negativ) ist.

Aus (4.5) folgt weiter ci#o filr K+1<i<N.

Wie im ersten Teil des Beweises zu Satz 3.4 erhdlt man damit

fiir sign(cN)=+1 (sign(cN)=—1) ,

sN>tK :

sign(bK)=+1 (siqn(bK)=-l) falls s>ty gilt
fir sN<tK :

SLgn(aK)=—l (sign(aK)=+l) falls sK<tK qilt.

Die (N+K)-te Komponente von S(E) ist damit positiv (negativ).
In (Si'si+1) liegt fiir K+1<i<N-1 stets eine gerade Anzahl
von Elementen aus dem Spektrum von E(a)+E(b); dies folat

aus (4.4) . Mit (4.5) erhdlt man also fiir K+1<i<N
51gn(ci)=—31qn(ci+l) und SLgn(cN)=+1 (51qn(cN)=—l).

Damit ist die Behauptung gezeigt, denn E(C)GEVN(§) ist eine-
bessere Approximation an f und wegen (4.3) erfiillt S=sian(E(c))

die Voraussetzung des Satzes.

Bemerkung 4.1 (Braess,[2])
Fiir K=N-1 148t sich die Zahl der verschiedenen Vorzeichen-

vektoren S, die man nach der in Satz 4.2 verwandten Kon-
struktion erhalten kann, genau bestimmen:

Es liege eine positive Alternante von f-E(a) vor und S(a)
habe genau k- negative Komponenten; die entsprechenden
Frequenzen von E(a) teilen R in k +1 Intervalle. Die Menge T
besteht hier nur aus dem Element Sy und die Wahl von Sn
bestimmt, wie oben gezeigt, den vVorzeichenvektor S der hesseren
Approximation E(c). Daher gibt es also k +1 verschiedene
Vorzeichenklassen, die bessere Approximationen enthalten.

st die betrachtete Alternante necativ, so ergeben sich

+ \ + s
analcg k +1 Vorzeichenklassen, wenn S(a) genau k positive

Komponenten enthdlt.
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Satz 4.3 (Braess, 2h

E(a)é;vg 1 mit grd (E(a))=K#o und dem Vorzeichenvektor
S(a)—(S ,...,S ) sei die Minimalldsung bzgl. VN -1 fiir £
auf I. Erfullt jede Minimalldsung E fir f bzgl. V - die Be-
ziehung E45VN lL)V \JV , dann gibt es in V mindestens ‘

swei lokale Minima fdr £.

Bewelis:

Es sei wieder F=f- -E{(a). Nach Voraussetzung besitzt F in I
eine Alternante der Ldnge N+K und falls diese positiv (nega-
tiv) ist, sind alle Alternanten von F in I mit dieser Liénge
positiv (negativ) .

In VN werden zwei verschiedene vorzeichenklassen angegeben,
die bessere Approx1mat10nen als E(a) enthalten:

1.Fall: K<N-1

Es sei s=+1, falls F in I eine positive Alternante der g
Linge N+K besitzt, und s=-1, falls diese negativ ist.

Die N-K Komponenten von

(1Y F s, L, -1 ts, (-1)%8)
lassen sich auf mindestens zwei Arten in S{(a) einfiligen, so
' dap man die verschiedenen vVorzeichenvektoren

(Sl'(_l)N“K“l

N-K-1 (—1)N'K"2s,sl,. ) erhilt.

S,ee0) und
((-1)

.2.Fall: K=N-1

F habe in I eine p051t1ve Alternante der Lénge N+K.

Hieraus folgt E(a)¢;VN 13 Denn mit E(a)EV;_l erhdlt man
durch Einfligen von s=+1 in S(a) stets einen Vorzeichen- '

vektor mit N positiven Komponenten, so daf nach Satz 4.2
in V+—V -1 elne bessere Approximation als E(a) enthalten ist;

da f bzgl. VN eine beste Approx1matlon auf I besitzt und
diese nach Satz 3.2 Element von Vh VN 1 und auch beste

Approximation bzgl. VN ist, erhilt man einen Widerspruch

zur Voraussetzung.
Es gibt also ein i€ {1,...,N-1} mit Si=—l .
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Durch Einfiigen von s=+1 in S(a) erh&lt man die Vorzeichen-

vektoren (Sll---,Si_lr-l,Si+l,---,SN_1,+1) und

1'...'Si‘l'+1,—1,.."Sb]"l) .

Hat F eine negative Alternante der Lidnge N+K in I, so er-

(s

hdlt man analog E(a)¢'v;-17 es gibt also ein i€ {1,...,N-1}

mit Si=+1 und man erhilt durch Einfiligen von s=-1 entsprechend
die Vorzeichenvektoren

(Sl’aco’si_l’+lysi+1~,n-o’SN_lp—l) und

(Sl’...,Si-1,-1’+1,...’SN-]') *

Es gibt somit fiir K=N-1 und K<N-1 nach Satz 4.2 mindestens
zwel verschiedene Vorzeichenklassen in VN’ die bessere
Approximationen an f als E(a) enthalten.

Nun wird gezeigt, daf es beziiglich jeder der soeben kon-
struierten Vorzeichenklassen eine beste Approkimation an £
gibt: |

Es sei also V:=VN(S) so gegeben, daB V eine bessere
Approximation an f enthdlt als E(a); nach Voraussetzung hat
diese den Grad N. Die Folge (hm)mGIN sei eine Minimalfolae
in V; es gilt also lim[!f-hmllI = i25||f-v||1 und

Mo
es kann o.B.d.A. qrd(hm)=N fiir mEWN angenommen werden.

Nach Satz 2.3 gibt es eine Teilfolge in (hm)melN’ die auf
jedem abgeschlossenen Teilintervall von I gleichmidBig kon-
vergiert und die Grenzfunktion ist ein Element von V nach
Korollar 2.5; daraus folgt mit f€&€ C(I) wie im Beweis zu
Satz 2.4 die Existenz einer hesten Approximation h bzgl. V .

Nach Voraussetzung gilt ||f—E(a)[|I > ||f-h||I und mit

oce=||£-E(a) || - ||£-h]|; ailt fiir h, €V, mit | Ih=hy | <e

Ite=n |l < THE=mll; + [1h-hy ]l < HE-E(@ |1 -
Mit Korollar 2.7 aqibt es also eine Umgebuna U von h in VN

mit UQVN(S)—VN_l , so daR gilt:

[1£-hy 1y 2 [1£-n]]; h,evu .

Dies war zu zeigen.




