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Nach dem Existenzproblem sollen nun folgende Fragen
behandelt werden:

1. sind die Minimallésungen bzal. V,, Vo, V) eindeutiq
bestimmt?

2. Wodurch sind die Minimall®sungen gekennzeichnet?

3. Unter welchen Voraussetzungen ist eine Minimall®sung

+
bzgl. VN oder V§ auch Minimalldsung bzgl, VN?

Da die Existenz einer Minimzalldsung vorausgesetzt wird,
kénnen die entsprechenden Sdtze, allgemeiner als in [1],
fir die Approximation Uber kompakten, reellen Teilmengen
angegeben werden.

Um, wie in §1 angekiindigt, die Ergebnisse von [11] anwenden

zu kdnnen, werden folgende Begriffe benbtigt:

Definition 3.1
Mit n€IN sei A eine offene Teilmenge des n-dimensionalen

Raumes R" und V sei eine Menge von Funktionen v(a)=v(a,x)
aus C(I) auf dem reellen Intervall I, die von a€ A abhidngen;
ferner existiere fiir jedes a=(a1,...,an)€ A und x€1I die

ov{a,x)

partielle Ableitung Div(a,x)= = » l<izn; diese Ab~-.
i

leitungen werden als Funkticnen auf I mit Div(a), acAh,
bezeichnet und es sei D,v(a) €C(I) flr aeA und 1gizn erflillt.
a. Der Gradient von v(a) €V ist gegeben durch

qrad(v(a))=(Dlv(a),...,Dnv(a)) .

Mit r=(rl,...,rn‘)€IRn sei (r,qrad(v(a))) € C(I) die Funktion
n

(r,grad(v(a)))= § r.D.v(a)
i=p 1?1
Fiir x€I gilt also grad(v(a,x))=(Dlv(a,x),...,DnV(a,x))
n
und (r,grad(v(a,x)))= } r;D;via,x) .

i=1




b.

cﬂ
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Der Gradientenraum W(a) von v(a)€& V ist der von den
Funktionen Div(a), l<i<n, erzeugte lineare Raum:

W(a)={(r,grad(v(a)))IrGJRn}.

Vv erfiillt die lokale Haarsche Bedingung, wenn flir

alle a€ A der lineare Raum W(a) der Haarschen” Bedingung
geniigt: Fiir a€ A besitzt jedes Element von W(a) in I
héchstens m-1 Nui;stellen, wenn m die Dimension von W(a)
ist, oder verschwindet auf I identisch.

Bemerkung 3.1

a.

Fiir die Bildung des Gradienten nach Definition 3.la ist
es also notwendig, daB flir die Elemente des betrachteten
Funktionensystems eine Parametrisierung wie oben gegeben
ist; wie in Satz 3.1 erfordert dies fiir V=VN eine Be-~-
schrinkung auf geeignete Teilmengen.

Es sei V das Funktionensystem von Definition 3.1; ist
weiterhin die Abbildung a —> Div(a)G:C(I), l<iz<n,
stetig fir alle a€ A, gibt es also filir jedes ¢>0 und a€ A

ein §=&(a,e)>0, so daB ||Div(a)—Div(b)||I<e fiir bEA

mit ||a-b||<é erfiillt ist, dann besitzt v(a) flir jedes a€ A
eine Fréchet-Ableitung (nach dem Parameter a); dabei

ist ||b|| die Euklidische Norm von bER":

Wie in der Analysis gezeigt wird (z.B. bei H. Bauer,
Differential- und Integralrechnung II, S. 97 ), folgt

aus diesen Voraussetzungen fiir a,be]Rn, a=(a1,...,an),
b=(by ... ,b ) |

]|v(a+b)—v(a)—(b,grad(v(a)))||I

liell =

n
< 7 HDjv(ci(b))—Div(a)HI fir ||b]| hinreichend klein;
j=1  * i

dabei ist ci(b)=(a1+b1""'ai-1+bi-1'ci’ai+l""'an)
mit ciei(ai,ai+bi), l<i<n. Aus der Stetigkeit in den Para-

metervektoren folgt

| |v(a+b)-v(a) - (b,grad(v(a))) ||

lim = o
Hpl|+o o]
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Die Abbildung b— (b,grad(v(a))) € C(I) fiir bem" ist
linear und beschrdnkt und stellt somit die (eindeutigq bestimmte)
Fréchet-Ableitung von v{a) nach dem Parametervektor a dar.

Definition 3.2
Gegeben sei’FéC(X) , XGIR.
a. x€&€X ist ein Extremalpunkt von F in X, falls qgilt:

Foal = [Ielly, .

b. F besitzt in X eine Alternante der L#inge n mit n€IN,
falls F n Extremalpunkte x;, 1gign, in X besitzt und
mit n>1 gilt:

X,<X,
1

i+1 und siqn(F(xi))=-siqn(F(x.+1)) 1<i<n-1

1

n, werden als Alternantenpunkte

£

Die Punkte X0 1<i

von F bezeichnet.
c. F besitzt in X eine positive (negative) Alternante

der Ldnge n, wenn F in X eine Alternante der Linge n besitzt,

sc daf im Alternantenpunkt X, agilt:

F(xn)>0 (F(xn);O)

Vereinbarung:

Ab jetzt sei NEIN und X stets eine kompakte, reelle Teil-
menge mit der Mdchtigkeit [X|>2N; I sei das Intervall [p,a]
mit p=min X und g=max X. Weiter sei f€C(I).

Zundchst werden die S&tze 11 und 12 aus [11] fiir kompakte

Mengen formuliert:

Hilfssatz 3.1 ([11],satz 11) ‘ %
Es sei VL C(I); fiir vEV gebe es ein N(v)EN, so daBR u-v fir 1
jedes u& V h8chstens N(v)-1 Nullstellen in I besitzt oder auf I
identisch verschwindet. In X gebe es N(v)+l1 Punkte xi'

mit 1l<i<N(v)+1l und KXy <e. <X so daB

N(v)+1'
sign(f(xi)—v(xi))=-siqn(f(xi+1)-v(xi+l))#0
fir 1<i<N(v) erflillt ist; D:={x,|l<icN(v)+1}

Behauptung: inf [[f-ul|, 2 min|f(x)-v(x) |
uev XED .

e c L




Bew
Mit
gib

erf

dann folgt im Widerspruch zur Voraussetzung, daB u-v
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eisg:

S(“l'“z'x) :=(f(X)-u1(X)) (uz(X)—ul(x)) fiir Uy, uev

2
+ es flir alle u&V mindestens ein xue D, so daB S(v,u,xu);o
111t ist; denn gilt flir ein u€V und alle x€D

sign (f (x)-v(x))=sign(u(x)-v(x))7o,

4

in J:=(X1'XN(V)+1) mindestens N(v) Nullstellen besitzt, aber

auf
Es

Sat

I nicht identisch verschwindet.

ist also min S{v,u,x) < o fiir alle v€ V erfiillt und
xeD -

z 1 in [11] ergibt die Behauptung.

Bemerkung: Fiir den Beweis von Hilfssatz 3.1 wird eine

Par
war
mit
Sch

ametrisierunqg von V, wie sie in Definition 3.1 angenommen

, nicht bendtigt; deshalb ist dieser Hilfssatz auf VN

N(v)<2N fiir vevy anzuwenden und ergibt eine untere

ranke fiir die Minimalabweichung von f bzgl. V

N

Bemerkung 3.2

Zum Bewelis von Hilfssatz 3.2 wird bendtigt:

Der
die
1.

lineare Raum UC C(I) mit der Dimension n+l erfﬁlie
Baarsche Bedingung. Es gilt:
Jedes Element u€ U, das auf I nicht identisch verschwindet,
besitzt in I hdchstens n Nullstellen, wobei die Null-
stellen im Innern von I, an denen u das Vorzeichen nicht
wechselt, doppelt gezdhlt werden. ([8], Theorem 4.2)

Es sei T={ti[1;iék}gI, k€N, eine Menge paarweise ver-

k
schiedener Punkte von I=[p,q] mit } w(t,)<n, wobei gelte:
i=1 )
1 : te{p,q}
v®) =% e b,

Dann gibt es ein niéhtnegatives Element u+e:U, das auf I
nicht identisch verschwindet, so dasB ut genau die k Null-
stellen ty l<i<k, besitzt; die einzige Ausnahme besteht
darin, daB, falls genau ein Element von {p,q} in T ent-
halten und n gerade ist, u+ auch im anderen Randpunkt von I

verschwinden kann. ([8], Theorem 5.1) ‘
Mit diesen beiden Sitzen folgt die Existenz eines Elementes 

ve U mit v(x)>o fir xe€ I.




Hilfssatz 3.2 ([;1], Satz 12)

Es seien V und A geageben wie in Definition 3.1 und
Bemerkung 3.1b. V erfiille die lokale Haarsche Bedinguna und
v(a)€ V sei eine Minimalldsuna fir £ auf X bzal. V; es sel
hier |X|>n. '
Dann gibt es in X fiir £-v(a) eine Alternante der Linge d+l
wobei der Gradientenraum W von v(a) die Dimension d besitzt.
Beweis: ‘

»

Nach Voraussetzung ist v(b)€ V Fréchet-differenzierbar in b€ &.

Es sei o0.B.d.A. Hf—v(a)llX # o .
Fiir d=o ist nichts zu zeigen; es sei also d4x1.

Nach Satz 9 in [11] besitzt F:=f-v(a) in X mindestens d+l
Extremalpunkte; D sei die Menge der Extremalpunkte von F in X.

Nimmt man an, dafB F(x)=||FHx ( ‘E‘()-:)=—HF.‘HX) fiir alle xeD

erfiillt ist, dann gilt mit der bhesten Approximation w an F
hzgl. W auf D ( W erfiillt die Haarsche Bedinauna nach Voraus-
setzuna) ; e lly = Tl > He=wil,

Hieraus folagt w(x)>o ( w(x)<ec) fiir x€D und damit:
sign(w(x)) = sian(F(x)) #o - X€D.
Dics steht im Widerspruch zur Minimalitdt von v(a) nach Satz *
[11]. Dieser Widerspruch erqibt sich auch aus der Existenz
eines Elementes u€W mit u(x)>o ( u(x)<o) fiir xe€I nacr
Remerkuna 3.2 . Es folat also, daf es in D mindestens

zwei Punkte x,, X aibt mit x.<x. und siqn(F(xl))=-sicn(F(>~:2))7‘0-

1’ 72 - 1772

Die Dehauptung ist damit fiir &=l cezeiat; es sei nun Ax2:

D ist abgeschlossen und es sei J=[d,,d,] mit d,=min D

und dz— max D . _

Annahme: Es qlbt keine Alternante der Linage d+1 fir F in X.
F ist stetig in I und man kann daher J in m+122 Teilinter-
valle [;y 'Y1+l] o<i<m, mit m<d so aufteilen, das gilt:

1. Auf DA~ [y Y5 l] besitzt F gleiches Vorzeichen fiir ogigm.

2. Pir xe D [y, _ l,y] und y€DA [y, ,yi+1] gilt fdr 1<i<m'

sign(F(y)) = -sian(F(x)) .
3. F(yi)#o und y145 D fiir lgig<m.
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In [ym—l’dél besitzt F mindestens eine Nullstelle z: F(z)=o.

1.Fall: m=d-2r-1, r€ Nu{ol.

In J widhle man 2r Punkte P 1<i<2r, mit Z<Py<Py<-+:<Pyy und
p2r—z<min{|z—x| | xe DtJ{ym}} .

Da W mit der Dimension 4@ die Haarsche Bedinqung erfiillt, '

folgt zundchst, daB es ein be]Rd gibt mit

(3.1) (b,grad(v(a,dl))) = siqn(F(dl))
(b,qrad(v(a,yi))) = 0 l<i<m :
(3.2) }
(b,grad(v(a,py))) = o© 1<i<2r }

Nach Bemerkung 3.2 besitzt (b,grad(v(a))) in I genau die
durch (3.2) gegebenen d-1 Nullstellen und wechselt in diesen
das Vorzeichen, weshalb mit (3.1) folaqgt:

(3.3) sign(b,grad(v(a,x))) = sign(F(x)) xebD

2.Fall: m=d-2r-2, reNu{ol.
Wie oben gibt es ein bGIRd, so das mit den Punkten Py von

oben gilt:
(3.4) (b,grad(v(a,dl))) = sign(F(dl))
(b,grad(v(a,y;))) = o 1<i<m
(3.5) i
(b,grad(v(a,pi))) = O l<ic<2r
(3.6) (b,grad(v(a,d,))) = sian(F(d,))

Nach Bemerkung 3.2 besitzt (b,grad(v(a))) wegen (3.4) und
und (3.6) in J genau die durch (3.5) gegebenen d-2 Null-
stellen und wechselt dort sein Vorzeichen. Damit gilt auch
hier (3.3) .

In beiden Fillen liegt also ein Widerspruch zur Minimalitdt

wie oben vor und die Behauptung ist bewiesen.

Wir sind nun in der Lage, eine Charakterisierung fiir

Minimall®sungen bzgl. VN anzugeben.
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Satz 3.1 ( Braess,[1])

L tix
Es sei E(x)= ) Pi(x)e
i=1

E\%qndt grd (E)=K und der Linge L
gegeben.

Behauptung:

a. Besitzt f-E in X eine Alternante der Li&nge N+K+1, dann
ist E die eindeutig bestimmte MinimallSsung fir £ bzgl. V
auf X.

b. Ist E Minimalldsung fir £ bzgl. VN

fiir f~E eine Alternante der Ldnge N+L+1 in X.

N

auf X, dann gibt es

Beweis:
Fiir jedeslmEVh gilt grd(h-E)<N+K und h-EZo besitzt nach
Satz 1.1 hochstens N+K-1 reelle Nullstellen. Hat also
f-E in X eine Alternante der L&nge N+K+1, dann folgt
mit Hilfssatz 3.1: inf ||f-hl||, > ||£f-E]], ; E ist also
X = X

hevN

eine Minimall&sung fiir £ auf X bzgl. VN.

Annahme: Eléiv mit E1¢E ist eine weitere Minimall&suna:

N
(3.7) |1£-E 1y = TIE-E]T, ©

Der Vorzeichenvektor S von El—E hat maximal N+K Komponenten
und damit h8chstens N+K-1 Vorzeichenwechsel. Andererseits

hat (f—E)-(f—E1)=El-E¢o in [Xl’xN+K+l} wegen (3.7) mindes-
tens N+K Nullstellen, wobei x, bzw.

1 *N+K+1
grbfte Alternantenpunkt einer Alternante von f-E in X ist.

der kleinste bzw.

Nach Satz 1.3 stellt dies einen Widerspruch dar; damit ist
die erste Behauptung gezeigt.

L tix N tix
Es gilt E(x)= ] P, (x)e + ] age mit a;=o, K+lgicN,
i=1 i=K+1
und ti<ti+l’ K+1<i<N, tiGIR fir K+1<icN.
Ist E Minimall8sung fiir f bzgl. VN auf X, dann ist E auch
Minimall®sung fiir £ bzgl. der Menge

L ' 8% N s;¥
V={E(b) € Vg |E(b,x)= ! o, (xe + ] bie ™, 0 ist reelles
i=1 i=K+1

Polynom mit grd(Qi);mi ' siEIR, l<iz<L,
s;/bER fir K+lgicN und s, <sy fiir i<j},

wobei mi=grd(Pi) fiir 1<i<L ist.
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Jedem Element E(b) €V ist ein Parametervektor be RN K+L

zugeordnet:

b:(bl'o,..-,bl,ml'bz’olqpa ooo'bL’O’-o.,bL'mL,bK+l’.--,bN,
Sl""’SL’sK+l""'SN) —
L mi . six N S, X
——  EMx)=] (] b, xhe? + ] bel v
i=1l j=o0 *J i=K+1 * .

Damit geniligt V den Voraussetzungen von Hilfssatz 3.2. Der
Gradientenraum von E als Element von V hat die Dimension N+L
und es gibt daher fiir f-E in X eine Alternante der

Ldnge N+L+1l; dies ist die zweite Behauptung des Satzes.

Bemerkung:

In VN stimmen also im allgemeinen die notwendige und hin-

reichende Bedinqung fiir eine Minimall&sung nicht i{iberein;

da fiir EéEvg die Ldnge mit dem Grad zusammenf&llt, ist in

diesem Fall die Existenz einer Alternante der Linge N+K+1l=
=N+L+1 von f-E in X notwendiqg und hinreichend dafiir, daB E
Minimall6sung fir £ auf X bzgl. V, ist.

N
Zum folgenden Korollar vergleiche man Satz 16 in [11].

Korollar 3.1

t,x

Es sei E(a,x) = .f aje 1 c VS mit der Ld&nge L gegeben.
Behauptung: =
a. Ist E(a) auf X Minimalldsung fiir £ bzgl. Vg, dann ist
E(a) die eindeutig bestimmte Minimall&sung fiir f bzgl. VN
und Vg. '
o

b. E(a) ist genau dann beste Approximation auf X an f bzgl. VN'

wenn f-E(a) in X eine Alternante der Linge N+L+l besitzt.
Beweis:
Vg erfiillt die Voraussetzungen von Hilfssatz 3.2 und der

Gradientenraum von E(a) besitzt die Dimension N+I1,.

Ist daher E(a) eine Minimall8sung fiir £ auf X bzgl. Vg , dann
besitzt f-E(a) in X eine Alternante der Linae N+L+1 und

Satz 3.la ergibt den ersten Teil der Behauptung;




lieaot U;qu}{e;sft eine sclche Alternante vor so ist E (a)
’
o]

N

Minimalld&sung bzsl. V., also inshesondere auch bzal. V
B

Damit ist auch dle zweite Eghauptunc aqezeiat.

Satz 3.2 (Braess,
+ L Co s . Co s
E(a)e V,, (E{a)£ V) mit der L&nae L sei eine bheste

-y

. ; - P - L+
Approximation an §{ auf X bzal., V (VN

N

Behauptuna:

a. E(a) ist zuch dis beste Anproximation an £ bzal. VE
und VL auf ¥ .

b. E(a) ist die eindeuntia bestimmte Minimall®suna fiir f

+ -, ool .~
bzal. VN (VN} auf ¥ ,

Beweis:
Zu a.: Flr L=¢ ist nichts zu zeicen; es sei also L>1.
Nach Voraussetzunc ist E{a; eine beste Approximation an f
+
bzgl. V:=V_-V
a L V-1

von Hilfssatz 3.2 und der Gradientenraum von E(a) als Element

(V:=V£~Vt_?}, V erfiillt die Voraussetzunaen

von V hat die Dimensiocn 2L. Daher hesitzt f-E(a) eine Alter-
nante der Lance 2L+1 in X. Aus Korollar 3.1 folgt hiermit
der erste Teil der Eehauptung.

Zu b.: E(a) ist also insbesondere die eindeutia bestimmte

+ -
Minimalldsung bzal. V] (V)); E(b)é\i; (E(b) € V) mit der

Lc’inqe'L1 sei eine weiltere Minimallésuno:
(3.8) -y ||y = llf-E(a) | ],

Damit ist E(b) auch Minimall&sung fiir £ bzql. v© Aus der

L1 )
Eindeuticgkeitsaussaoe von Korollar 3.1 folat wegen (3.8)
Lle’ Ela)=E{(b) .

Damit ist auch der zweite Teil der Rehauptuna agezeiat.

Bemerkunag:

1. Satz 3.2 besaat fir die Approximation durch Exponential-
summen, dafB ein Algorithmus, der eine heste Approximation
an £ bzgl. V e
bzal. V; und Vg Zu verwenden ist. Hat man umaekehrt ein

+
Verfahren zur Berechnuna der hesten Approximation bzal. Vet

ermittelt, zuagleich fiir die Approximation

Iy

.

so erhdlt man damit auch die beste Approximation bzel, Ve

dud

a
wobei L nach Satz 3.2 bestimmt ist.
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2. Im Beweis von Satz 3.2 wird VZ"VL—I betrachtet, da die
fliir Vz definierte Parametermenge in T nicht offen ist:
Hilfssatz 3.2 ist damit nicht auf Vz anzuwenden. Diese
Tatsache wirkt sich auch bhei der Charakterisieruna Aer

A .. +
Minimalldsung bzal, V. in Satz 3.4 aus.
Lo
Nach Korollar 3.1 und Satz 3.2 sind alsoc die Minimallfsunaen
+
N
es soll nun gezeiat werden, daft dies in V.. alleemein

nicht ailt.

A Y

fiir £ bzgl. V  und V, , Vg eindeutia bestimnt:

O
N

Hilfssatz 3.3

Es sei J=[-y,y] und V€ C(J); ferner sei v&€V die eindeutiq
bestimmte beste Approximation an f&€ C(J) bzgl. V auf J

und es sei die Funktion w mit w(x)=v(-x) flir x€J in V ent-
halten. Fiir f gelte f(x)=f(-x), x&d.

Behauptung: Fir x€J gilt v(x)=v(-x)

Bewelis:
Mit x€EJ = -x€J erhdlt man:
l!f—v[[J = max|f(x)-v(x)| = max|f(-x)-v(-x)|= max | f(x)-w(x) =
ng x€d xXe€J
= |1£-wll;

Aus der Eindeutigkeit der Minimall&sung folagt
v(x)=w(x)=v(-x), x&€J,

und damit die Béhauptung.

Satz 3.3 (Braess,[1])

Es sei J=[-1,1]; ist f€ C(J) streng monoton fallend auf [o,1]
und gilt f(x)=f(-x)>0 fﬁr xe€J, dann aibt es fiir f auf J
mindestens zwei Minimall&sungen bzal. V2.

Beweis:

Die Existenz eirer besten Approximation E<£V2 fir £ auf J
folgt aus Satz 2.6 .

Annahme: E ist die eindeutig bestimmte Minimall&sung fir £
ngl. V2 auf J.




Nach Hilfssatz 3.3 folgt

(3.9) E(x) = E(-x), x€J.

Es gilt EZo nach Satz 3.1 und Voraussetzung.

1.Fall: E(x)=(a+bx)e"™ |

Nach (3.9) gilt also (a+bx)etx-(a—bx)e-tx=o fiir xeg J.
Mit Satz 1.1 erhdlt man daraus E(x)=a€lR.

. tlx tzx
2.Fall: E(x)=ale ta,e . .
Aus (3.9) folgt fir alle x€J
t.x ~-t.x t,x -t x
al(e 1 -e 1 )+a2(e 2 - 2 ) =0

Beachtet man weiter EZo und t2 # t], so ergibt sich

al=a2=a und —t2=t= t1 und damit

E(x)=a(etx+e_tx) oder E(X)=a€&IR.

Aus (3.9) folgt also E(x)=a(e *+e t%)

hdlt man die konstante Funktion).

a,te€eIR (mit t=o er-

Wegen der Monotonie von f besitzt f-E in jedem Fall hdchstens
zwei Nullstellen in J. Dies steht im Widerspruch zur Aus-

sage von Satz 3.1 , wonach f-E in J eine Alternante hat,

deren Linge mindestens 4 ist. Damit ist die Annahme wider-
legt.

Zur Charakterisierung der Minimall&sung bzqgl. V; beachte
man die Bemerkung von oben.
Satz 3.4 (Rraess,[1])

- L tx
Gegeben sei E(a,x)= ) a e €V, mit der Linge L.
i=1

Behauptung:

Fiir L=N ist E(a) genau dann Minimall&8suna filir £ bzgl. V;

auf X, wenn f-E(a) in X eine Alternante der Ldnge 2N+l
besitzt. o

Gilt L<N, so ist E(a) genau dann Minimall&sung fir f bzal. V;,
auf X, wenn f-E(a) in X eine negative Alternante

der Lange 2L+1 besitzt.

Beweis:

Es sei F:=f-E(a). Aus Korollar 3.1 und Satz 3.2 folgt die

Behauptung fiir L=N.
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+

N=-1"" fiir L=o ist nichts zu zeicgen,

Es sei 1<L<N : E{(a)EV

a.
F besitze in X eine negative Alternante der L&nge 2L+1

(3.10) mit den Alternantenpunkten xiEEX, 1<i<2L+1.
Annahme: L
E(b,x)='z ae i é,v; mit der L&nge Ly ist eine
(3.11) i=1 .
bessere Approximation an f: [|F]|X>]|f—E(b)I]x .
Damit gilt nach Satz 3.2 Ll>L und
E:=E(b)-E(a)=(f-E(a))-(£-E(b)) besitzt in (x,,x

mindestens 2L Nullstellen.

2L+1)

(3.12)

Im Vorzeichenvektor S:=sign{E) liegen also mindestens 2L Vor-
zeichenwechsel vor. Da aber S genau L necgative Komponenten
enthidlt, muB gelten:

1. sl<tl und tL<sLl

2. Flir jedes i mit 1l<i<L~1 gibt es im Spektrum von E(b)

ein s(i) mit ti<s(l)<ti+1°

Damit erhdlt man

—s, % Ll (si—sl)x L
lim E(x)e =lim (by+ ] b.e - ) a.e
X+=o X*>=e i=2 i=i *

(ti—sl)x -

=bl>o und entsprechend

-5 X
L
lim E(x)e 1 =bh. >0. Da in S h®échstens 2L Vorzeichen-

X>w Ll

wechsel auftreten kbnneh, besitzt Efo genau 2L reelle Null-
stellen, die nach (3.12) in (xl’x2L+l) liegen.

Damit gilt fir i€ {1,2L+1} E(xi)>o, also E(b,xi)>E(a,xi),
und wegen (3.11) f(xi)>E(a,xi). Dies steht jedoch im Wider-
spruch zu (3.10); die Annahme (3.11) ist damit falsch und
E(a) ist Minimallésung fiir £ bzgl. V;.

b.
Es seil E(a)éivg_ Minimall&sung bzgl. V;
fir £ auf X.

E(a) ist dann auch Minimall8sung bzgl. Vg und F besitzt

(3.13) 1

eine Alternante der Li&nge 2L+1 in X.
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Annahme:
F besitzt in X keine negative Alternante
der Lidnge 2L+1.

(3.14)

Daraus folgt, daR jede Alternante von F in X héchstens
die Ldnge 2L+1 hat, denn in jeder Alternante mit grd&Berer

Linge ist eine negative Alternante der Ld&nge 2L+1 ent-

halten. E(a) ist daher keine Minimall&sung bzgl. VL+1;
es gilt also inf |[[f-v|[, <||F[], = in£|]f—v[ x )
v€VL+l VEVL

und VL+l enthdlt eine bessere Approximation E(b) an f auf X:
[E-EMm) [y < [[Fl]y

Es sei x., bzw. der kleinste bzw. gr6fRte Alternanten-

1 *21+1
punkt einer Alternante der L&nge 2L+1 von F in X.
Nach Satz 3.2 gilt grd(E(b))=L+1 und mit E=E(b)-E(a) er-
hdlt man fiir 1€ {1,2L+1} wegen (3.14):

(3.15) E(xi)>o .

Wie oben besitzt E mindestens 2L Nullstellen in (xl'x2L+l)

und wegen EZo treten in S=siqn(E) mindestens 2L Vorzeichen-
wechsel auf. Daraus folgt, daB die Spektren von E(a) und E(b)
disjunkt sind; deshalb besteht S aus 2L+1 Komponenten.

(3.16) In S treten also genau 2L Vorzeichenwechsel auf

und E besitzt daher genau 2L reelle Nullstellen,

(3.17) . .
die in (xl’x2L+l) liegen.

Es wird gezeigt: Aus (3.16) und (3.17) folqt E(b)E V. +

+1 VL

Damit fiir E(b) £V, ,-Ve,, (3.16) gilt, muB erfiillt sein:
slx L six .
E(b,x)=(b;+b,X)e +‘z b, € mit b,>0 und
(3.18a) i=2
Sl<tl<52<t2<f7'<sL<tL oder
L-1 -s.x S_X
E(b,x)= | be Y4 +b  ix)e ¥ mit b <o und
(3.18b) =1
t1<sl<t2<sz<...<tL<sL oder o.B.d.A.
2 . S.X L-1 S.X
E(b,x)=.2 bi+lx1 e . -Z bi+2e l mit b3>o und
(3.19) =0 1=2
tl<sl<t2<sz<"'<sL—l<tL (wesentlich fiir das Folaende
ist nur tl<sl<tL)
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Die Vorzeichen der iibrigen Parameter sind damit, ebenso wie

weiter unten, positiv, was jedoch nicht bendtigt wird.

E(b) nach (3.18a) ergibt

-t % (s,-t.)x L (st )x
lim E(x)e L= lim((bl+b2x)e 1L, ) b..y© L
X+ X-+oo i=2
L-1 (t.-t_ )x
i L
-7 a -a,) = -a. <o und
151717 L L i
-5.X ' L (s.,-s,)x
lim E(x)e L lim((b;+b,x)+ y b, ,e * L.
Lo7i+]
b Snde b Sk i=2
L (t,-s.)x
-1 age 1717 2 s
i=1
Mit E(b) gemiB (3.18b) erhdlt man entsprechend
~sLx —tlx
lim E(x)e = == uynd lim E(x)e = -a, <0 und mit E(b)
b. & L) - Kp-—a ’
—th -tlx
nach (3 19) 1lim E(x)e ==3.<0 und lim E(x)e &=-a, <0,
K+oo L X>=00 1
Dies steht im Widerspruch zu (3.15) und (3.17) und damit ist
gezeigt: E(b) ¢ VL+1-V§+1.
L+1 S.X

i

Fiir E(b,x)= X bie & Vg+1 gibt es genau drei Mdglich-
: i=1

keiten, so daB (3.16) erfiillt ist:

l. Es gilt s <t,<s5,<...<8 <t. und b,<o, b2>o.

1 Sp<t1%53 I+l L 1
Damit folgt aber
‘ —th : —slx
(3.20) 1lim E(x)e = -a;<o und lim E(x)e = b1<o .
X+ X>=c
2. Es ist tl<sl<t2<... L- 1<tL<sL<sL+l mit bL>o und bL+1<°
erfiillt. Man erhdlt h;er analog:
W  , IR x ' -t.X
(3721Y um E(x)e Y = p <o, limE(x)e ! =-a <o .
ULl 1
b o K>=oo

Wie oben liefern (3.20) und (3.21) den gewiinschten Widerspruch.

235'ES ist sl<t1<s2 ...<sL<tL<sL+1

© Hier enthélt () genau dann 2L Vorzeichenwechsel, wenn

‘*»A E(b)GLVL+1 erfillt ist




P

Damit ist gezeigt:
Unter der Annahme, dagf (3.14) ailt, agibt es in VL+1

(3.22) eine bessere Approximation an f auf X und jede

CV..

bessere Approximation in VL+1 ist Element von VL+1‘

Dies steht aber im Widerspruch zur Voraussetzung (3.13)

~

und die Annahme (3.14) ist daher falsch.

Damit ist der Satz ganz gezeigt.

Aus Satz 3.4 erhdlt man unmittelbar:

Korollar 3.2 ( Braess,[1])

E(a) & V; mit dem Grad L sei Minimalldsung fiir £ auf X bzgl. V;.
Behauptung:
a. Gilt L<N dann ist E(a) beste Approximation an f auf X
bzgl. V fiir alle n>L, né&IN.
b. Gilt L= N, dann hat fiir n<L die beste Approximation an f
auf X bzgl. Vn die L&nge n ’

Bewelis: ‘

Flir L<N besitzt f- E(a) in X nach Satz 3.4 eine negative
Alternante der Linge 2L+1, woraus unmittelbar die erste
Teilbehauptung folgt.

Es sei L=N; ist flir ein i€IN mit i<N E(b)éiV mit der
Linge i-1 Minimall&sung fir f bzgl. V i dann ist E(b) also

auch beste Approximation an f bzgl. V; . Wegen E(b)#E(a)

steht dies im Widerspruch zu Satz 3.2

Korollar 3.3 (Braess, [3])

E(a)é;VN 1 sei Minimalldsung fiir £ auf X bzgl. V -1’ nicht
aber bzgl. VN E(b) & VN-sei eine bessere Approximatlon an f.
Behauptung:
a. (b)éLV N 1

N-1 t.x N s.X
b. Mit E(a,x)= ] a,e ' und E(b,x)= ] bje T aqilt

i=1 i=1

s,<t,<s,<t

1E<8y<ty<. . <t

N-1°°N °
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Beweis:

Aus der Voraussetzung folgt: E(a) besitzt nach Korollar 3.2
die Linge N-1 und f-E(a) hat in X eine Alternante der

Linge 2N-1; jede Alternante der Li&nge 2N-1 von f-E(a) in X
ist nicht negativ und es gibt keine Alternante grdRerer
Linge in X fir f-E(a).

Daraus ergibt sich - man beachte (3.22) - wie im Beweis zu

Satz 3.4 die Behauptung.

Es wird nun eine Verallgemeinerung von Korollar 3.3 ange-
geben, die Aussagen liber die Vorzeichenvektoren von besten

Approximationen ermtglicht.

Bemerkung 3.3 (Braess,[1])
Besitzt ein Vorzeichenvektor mit k Komponenten w Vorzeichen-

wechsel, so gilt lk+—k-|;k—w, wobei k+ bzw. k die Zahl

der positiven bzw. negativen Komponenten ist.

Beweis:

1.Fall:  k <k'

Es gilt w;Zk—; unter Beachtung von k++k_=k folgt damit
|k Tk | =k -k "=k T4k T2k T <k-w .

2.Fall: K >k
Hier gilt entsprechend w_;Zk+ und daher wie oben
Itk | =k -k =k Tk T -2k ck-w

Satz 3.5 (Braess,[1])

E(a)e_vO mit S ¥sign(E(a)) und grd(E(a))=N sei Minimall&sung

N 1l
fiir £ bzgl. Vg auf X. E(b)é.VM mit dem Grad M und

S,=sign(E(b)) sei eine bessere Approximation an f.

2

Behauptung:

S, enthilt mindestens. ebensoviele positive und negative

Komponenten wie Sl'

Bevweis:

Da E(b) besser als E(a) approximiert, gilt M>N und
=E (b) -E (a) Zo besitzt mindestens 2N reelle Nullstellen (man
vergleiche hierzu (3.12) ). Daher besitzt S=siqgn (E) mindestens

2N Vorzeichenwechsel.




- 59 -

Die Zahl der positiven (negativen) Komponenten in Sl

bzw. s2 bzw. S sei gegeben durch p1 (n ) bzw. P, (n )
bzw.p (n). Es gilt also

(3.23) p=nl+p2 und n=n2+pl .

Mit grd(E)<M+N erhdlt man nach Bemerkung 3.3
(3.23) | p~n| <M+N-2N=M-N

1.Fall: p-n =|p-n|

Mit (3.23) gilt also

(3.24) N"M;n1+p2 <M~N

2 P)=
Aus der ersten Ungleichung ergibt sich
p2--n2+p2—pZ;}\I—M—nl+pl=N-M-nl—p1+2pl
2p2—M =>=--M+2pl
Pzipl
Entsprechend ergibt die zweite Ungleichung in (3.24)

2nl-P¢;M—N—pz—n2+2n2=—N+2n2

n, <n

1="2

2.Fall: p-n=-|p-n|
Auch hier gilt (3.24) wegen p-n<|p-n|; es folgt also
pP,2p; und n,<n,.

Damit ist die Behauptung gezeigt.

Bemerkung: ,

Es sei darauf hihqewiesen, dag filr V; die Satz 3.4, Korollar 3.2
und ‘Kerollar 3.3 entsprechenden Aussaqgen qelten;

die Beweise verlaufen analoa, man hat nur die Vorzeichen zu ver-
tauschen. . ‘
Fiir Fragestellungen, wie sie zum Beispiel in der Phvsik oder
Chemie auftreten (Behandlung von Abklingvorgqingen, radio-
éktiver Zerfall), sind besonders die Ergebnisse wichtia,

die die Approximation bzgl. V; betreffen, da hier die linearen

Koeffizienten a; meist Massen darstellen und damit im alloemeinen . 

nicht negativ sein sollen.




