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§2 Existenzsdtze

2.1 GleichmdBige Konvergenz im Innern

- — o v g v s s
- == 4+

In diesem Paragraphen seili I stets das Intervall [a,b] mit aéb.

Wihrend bei linearer Approximation die Existenz einer Minimal-
1l8sung stets qgsichert ist, k&nnen Existenzsétze fiir nicht-
lineare Appro&imation nur unter einschneidenden Voraus-
setzungen bewiesen werden.
Filr VC C(I) hat Rice in [15] gezeigt:
Es existiert eine beste Approximation an f € C(I) bzgl. V
auf I, wenn V den beiden folgenden Forderungen geniigt:
1. Fiir u,veV gilt: ‘ '
u-v besitzt in I hchstens n Nullstellen oder
verschwindet auf I identisch.
2. Jede punktweise konvergente Folge in V kon-
vergiert gegen ein Element von V. |

(2.1)

(2.2)

Aus (2.1) folgt fiir jede auf I qgleichmidgiq beschr&nkte Teil-
menge von V die Existenz einer auf I punktweise konver- |

genten Folge und mit (2.2) folgt daraus die Existenz einer
besten Approximation bzgl. V ([15], Theorem 7-2). |

Dabei heift UES C(I) gleichmiBig beschrinkt auf I, wenn es
ein K< gibt mit |]u] l; « K fur ueuv,.

Vy geniigt der ersten Forderunq mit. n=2N-i nach Satz 1. 1,
nicht jedoch der zweiten:”

Beispiel 2.1

Man betrachte in [o,1] die Funktionen E(a_ ,x)-e mx+em(x-1’€‘vg
flir me IN: ;
l : x=o0
lim E(a_,x)=4 o : xe€(o,1) oL
“m
M | :
1 : x=1

Will man beim Nachweis der Existenz einer Minimall8sung bqu VN .
‘analog vorgehen, so muf man also einen anderen Konverqenz- :

begriff verwenden; es wird definiert:
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Definition 2.1

Eine Folae von Funktionen aus C(I) konveraiert qleichmédfBia
im Innern von I gegen ge C(1), wenn sie auf jedem abae-
schlossenen Teilintervall von (a,b) agleichmipiag geaen a kon-

veraiert.

Die in Beispiel 2.1 agegebene Folae (E(am))mEIN konveraiert

im Innern von [p,l] gleichmdpiag qgecen ein Element von Vz,
nimlich die Mullfunktior;

es zeiat sich, daB dies allagemein fiir jede aleichmdfia bhe-
schrinkte Folge in V gilt und daR diese Eiaenschaft die
Existenz einer besten Approximation qewihrleistet. Der Beweis
wird fiir eine allaemeinere Menae von Punktionen durchae-

fiihrt, die eine (2.2) entsprechende Eigenschaft besitzt:

Definition 2.2

pz™ (1) :={h|he c™* (1), p"*1h hat in I héchstens n-1 Null-

stellen oder verschwindet auf I identisch}, neTN.

Bemerkung 2.1
Nach Satz 1.1 und Bemerkung 1.2 ailt ngDzN(I) fir N eIV,

Definition 2.3

Fiir d>o, héicn(I) und n€IN wird aesetzt:

@ . D™ = oauf I
M(h) = o gmsr,
{xe1 | p™h(x)=o0} : D'h % oauf I
m ' m+l i
T™(h,d):= {xeI | md < |x-z| fiir ze{a,b}V Uz m},
i=o

o <m< n-l.

Hilfssatz 2.1 (Werner, [20])
Es sei n€éIN und hG&Cn+1(I) gegeben. Mit d>o sei I (h,d)

nicht leer, o ¢ i < n.

I

Behauptung: ‘!Dih|| i < d—i|[h||I o< i< n.
h,d

14
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Beweis: Vollsténdiqe Induktion nach i:
Man setze Ki_1:=d—(l_l)|]h|'I filr i€ IN.

Fiir i=o ist nichts zu zeigen,

Die Behauptung sei fiir i~-1 ¢ n gezeiqt, d.h. mit a=D+ lp
gilt: Hall -y < Ky

Ii l(h,d) i-1
Induktionsschluf:

In I sei DgZo, sonst ist nichts zu zeiaen.

Mit den Punkten von Zi+1(h) erhélt man in Ii_l(h,d) abage-
schlossege Teilintervallg Jk; falls Zi+l(h) leer ist oder

fiir xELIl—l(h,d) stets Dl+1h(x)#o ailt, sind die Jk die Teil-
intervalle, die I'"1(h,d) bilden. |

Die Teilintervalle, die mit Ii(h,d) einen nichtleeren Durch-
schnitt besitzen, seien o.B.d.A. die Intervalle T, , lg<kg<K<=,
Nach Definition 2.3 gilt fiir 1<k<K: B

a. Dag ist in Jk"monoton und wechselt sein Vorzeichen nicht.

b. In J, nimmt |pg| sein Maximum in einem Randpunkt u €T an,

wobei gilt:
i+l . i-1
ukE Z (h) oder Uy agehdrt zum Rand von T (h,qd).

Es sei nun x€J,.
- Nach Induktionsannahme gilt [a(x)-g(u,)[< K;

und mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung erhidlt man

X
lg(x)-g(u,) |=|£ Dg(t)dt|=]| (x-uk)nq(to)[ filr ein t_€ (uy,X%)

k
bzw. to G(x,uk).

Da Dg in Jk sein Vorzeichen nicht wechselt, ergibt sich

mit Punkt b. IDq(to)l > |Da(x)] und damit

K1 ;!x-ukl]Da(x)! .

Gilt insbesondere eri(h,d)n Jk' dann folagt lx—uk! >4
und damit K, _; 2 d|Da(x)]|.

Fiir xe,Ii(h,d) hat man also erhalten:

1

i-1 dies war zu zeiagen.

Ipth(x) | < a” = a Y |n]|:

Eine weitere Abschitzung fiir Dh liefert Hilfssatz 2.2:
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Hilfssatz 2.2 ( Schmidt, [17])

Es sei neIN und h € Dzn(I) gegeben; mit d=b-a und
K:= max max{|D" Lha) ], Ipthp) |} q1lt

l<izn Lo
' n-1
|Iphi]; < K ] al .
j=o
Beweis: n-1
Nach Definition von K qilt |Dh(a)]< X § H] IDh(b)|.
j=o
Es ist also noch zu zeiagen: n-1
Iph(x) |« Kk § &’ x € (a,b) .
R e
1. Rekursiv wird definiert: K,:=K ) a’l
j=o
K,:=(XK -K)d—l 2 < i <n
i -1 = "
Vollstdndige Induktion nach i erqibt:
n-i .,
(2.3) Ki=K'Z al 1 <ign.
1=0

Fiir i=1 ist nichts zu zeigen; es aelte (2.3) fiir i < n.

InduktionsschluB°

-1 n-i 3 100 n-i-1
K,,,=(K,-K)d = LovTad -ny=ra™t § @=x ] &7 .
+1 i .
j=o j=1 j=o0
Damit ist (2.3) vollstdndig gezeiat.
Unmittelbar folgt hieraus:
(2.4) K, 2 K 1 <i<n.

2. Annahme: Die Behauptunag des Satzes ist falsch, es agibt

n-1 .
ein x_ € (a,b) mit !Dh(x Y| > kT a = K, .
j=o0
Durch vollsténdiqerlnduktion nach i1 wird agezeigt:
oih pesitzt in (a,b) i-1 Nullstellen xi<x§<....<xi_l

(2.5) -1 i
und es ist |D” “hi(x )I _1+ re&i1, i-1}, fiir 2<ign+l.

i=2: |ph(a)| <K> IDh(b)l ailt nach Voraussetzuna.
Wegen IDh(xo)[ > Ky 2 K und he c™1(1) qibt es ein x G(a b)

und Dzh(xi)=o. Damit ist (2.5) fir i=2

mit th(xi)[ > K
gezeigt.

1
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Induktionsannahme: (2.5) gilt fir i < n+l .

Induktionsschluf: Fir ij+1 erhilt man mit dem Satz von

Rolle:
Di+lh hat in (xi,xi_l) mindestens i-2 Null-
(2.6) ~ 141 i+l i+l

stellen X, "<X, Ceesa<Xy_q-

Der Mittelwertsatz der Differentialrechnuna liefert mit
der Induktionsannahme:

. . i . i .
Es gibt ein xlé (a,x3) und ein xzé (xi_l,b) mit

. ot In(xh) -p* tha) . ot h by -pi h(x}_ )
D h(xl)= T und D h(x2)= - iz .
X, - @ b - x;
1 i-1
Es folgt: . |Di_lh(xi) "‘lDi-lh(a) !
ID"h(x) | 2 T und
Ix; - al
; ot ht ) =10 Th) |
Ip*hix,) | 2 T
lxi—l - bl
Mit Dih(xi)=Dih(xi =0, pi Ih(a) ] < x » (DT |,

|x —al < d> |b- xi 1! und der Induktionsannahme erhdlt man:
Ioth(x P> (K -K)a" —K < |pth(x -

Wie oben folqt mit (2.4): Es aibt ein xi+16i(a,xi) und

ein x E(xl 1,b) mit
| pthedth > xg, ot *1n(x[* 1) =0 una [D hedth | s kg,
Di+1h(xi+l)=o .
Mit (2.6) erhdlt man insgesamt: D 1h pesitzt in (a,b)
(1-2)+2=1 Nullstellen xi+1<x;+l<...<x;+l mit

i+1

ipthxith ] > Ky, r€{l,i}.

pamit ist (2.5) qezeiqt.
3. Auf i=n+l angewandt erhilt man:

+
n+lh besitzt in (a,b) n Nullstellen x?+l<xg+l<...<x§ 1

und D lh verschwxndet auf I nicht identisch. Dies steht -
im wWiderspruch zu he pz™ (1) damit ist die Annahme wider-

leqt und die Behauptuna gilt.

o | | e
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Nach Bemerkung 1.2 folgt aus Hilfssatz 2.2 weqen vy € pzN (1)

unmittelbar

Korollar 2.1

N-
Fir heVv, mit NeW gilt |[D"h|| < K ] al, mem,
A My=0

N

wobei d=b-a und K = max max{|D h(a)I,ID h(b) |} ist.
m<i<m+N-1

Satz 2.1 (Schmidt,[17])

Es sei n€N und I;=[a,,b;] < (a,b) mit d =min{a,-a,b-by} > o
gegeben, d=b-a .

Behauptung: Es gibt ein K(I,Il) < o, so daB jedes he pz™ (1)

erfillt: ||Dh||Il < K1 Il .

Beweis:
1. Fir h€pz™(I) giit 2"l < n-1
und aus dem Satz von Rolle folat |Z (h)];lzi+l(h)|+1
fiir o < i < n. Damit erhilt man:
(2.7) 122 1% (hy | < |27 1 (h) |+k < n-1+k fir o ¢ k g n+l .

Fiir k=0 gilt (2.7) unmittelbar.
Fiir k < n+l sei (2.7) gezeiqgt; es ergibt sich damit

|zn+1_(k+1)(h)| |Zn+l-k(h)|+1 < n-1+(k¥1) nach Induktions-

annahme und (2. 7) ist gezeiqgt.
Flir jedes h€&€ pz™ (1) erhilt man damit

n+l n+l 3n-1l
s= ] (n-14k) = (n+2)(n-1) + ] k = (n+2)=== 2
=0 ‘ n+l , k=o
> ] 27(h)
i=o

2. Wegen 3 < s < = fiir n€IN existieren fiir jedes hé pz" (1)
abgeschlossene Intefvélie'll(h); I,(h) mit der

d .
‘Linge d,= 2‘(‘.5.71)’ o, die I,(h)& (a,al], I,(h) & [bl,b)
n+l .
und I, (h) A Jzt(h) = ¢ fir 3=1,2 erftllen.
i=o

( {a,b] hat die L&nge b-a, a;b ist die Intervallmitte)
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Es seien a(h) bzw. b(h) die Intervallmitten von Il(h)
bzw. Iz(h) und es gilt daher

d1 n+l i
Ia(h)—ZI > 5= <|b(h)—z| fiir z € UZ (h) . Hilfssatz 2.1 er-
i=o

a. -i
gibt fiir a(h), b(h): IDih(a(h))I;th[I(-z-;) s|pthbmn |,

d,,—-1i
Mit K:=||h||; max = gilt also fiir 1 ¢ i gn
I 4ci<n 2n -

Ipih(a(h))] < X 2 ID*h(bh)) | .

Hilfssatz 2.2, angewandt auf I(h)=[a(h),b(h)], eraibt
n-1 3 n-1 3
[Ioh] |1 gy < X I (Bh)-a(m))” < kJa .
J=0 J=0
Aus IIQI(h) folgt:

lonll. < I1nl] e A R R
Dh < ||h max (—-) a’ .
I1 Il;ig_n 2n j=o

dl -i n-1 .
Mit K(I,Il) := max (5—) ): d? erhidlt man die Behaup-
n .
lkcign j=o

tung fiir jedes he& pz™ (1) , da K(I,Il) allein durch die
GrdB8en d und do und damit durch I und Il bestimmt ist.

Speziell fiir héVN 148t sich mehr aussagen:

satz 2.2 (Werner,[21])
Es sei NeIN und Il’d und do wie in Satz 2.1 .
Fiir je N gibt es ein K(j,I,Il)«o , so das fir h€VN ailt:

| IpIn| 11'1' < k3,1, 1) IRl .

Beweis: Man erhdlt hier analog:
1. Wegen Satz 1.1 gilt hier fiir alle hE.VN:

n+l i A
s,=(N-1) (n+2) 2 | Jz"(m | n€IN. -
i=o
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2. Es sel neN.
Mit o ¢ s <= existieren fiir jedes he¢ VN Intervalle 11'(11)
_ a : |
i =9
und I,(h) mit der Linge dn_2(5n+1)' so das I,(h)¢ (a,a,]

n+l

i
I,(h) < [b,,b) und I (h)n 1L=‘<,;Z

(h) = ¢, j=1,2 ailt.

Man erhidlt wieder (Bezeichnungen wie oben):

. d_\-i

Ip*h(a(h)) | < HhHI(-é—g-) > I h(b(n)) | 1€, i<n,
d_\-i

Mit K.:= max (‘2‘5‘) thlI fir jeIN gilt fir jgigN+j-1

J2izN+j-1

mit N+j-1<n:  [Dh(a(m)) | < Ky 2 Ipth(b(h)) |
Nach Korollar 2.1 folgt fiir N+j-1 < n:

. N~-1 .
1ol gy <01 (b(h)-a(m) 7]k, , also
j=o

N Djhl 'Il < |]h| |Ix(j,I,Il), wobei flir jEIN mit N+j-lg<n ge-
-1

145 N-1 j
setzt wird: K(j,I,Il) = max (Eﬁ—) ] al .,
j<ieN+j-1 j=o0

Da n€W beliebig angenommen war, gilt die Behauptuna.,

Wir sind nun in der Lage, einen Satz zu beweisen, der
Theorem 7-2 in [15] entspricht:

Satz 2.3 (Schmidt,[17])

Mit neN sei McDzZ"(I) auf I gleichmiBig beschrinkt.
Behauptung: Es gibt eine Folge von Elementen aus M, die im
Innern von I gleichmdfig konverqgiert,

Beweis:
Es sei (I )  po eine Intervallfolqebin I mit Ing[an'bn ,

Nach Voraussetzung gibt es ein K<= mit ||h||; < K fir
alle h&M, Damit ist M auch gleichméfiqg stetiq in In flir n€IN:

—
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Denn nach Satz 2.1 gibt es ein K(I',In) <o , so dap fir
heM gilt: ||Dh| lIn < K(I,I) | in| !I < K(I,I )K=:K <=,

Filr n€ N und Xl'XZGIn mit X, < X, existiert nach dem Mittel-
wertsatz der Differentialrechnung ein x & (xl,xz) mit
Ih(xy)-h(x,) |=|Dh(x) | [%,-x,|. Hieraus folgt fiir alle hem

|h(xl)—h(x2)l < Knlxl-le , womit die agleichmiBige Stetigkeit
von M auf In’ neIN, nachgewiesen ist.

Mit dem Satz von Ascoli ([6], S.127) erhdlt man:
In M existiert eine auf I1 gleichmd@Riag konveraente
Folge (hl,m)melN'.

P . X s 2 o
(hl,m)melN €M ist. gleichmdBiqg beslchrankt auf I und aleich

midfig stetig auf I,. ‘Damit enthdlt (hl,xﬁ)mém' eine auf 12
gleichmiBiq konvergente Folae (hz,m)me]:N' Weqgen (hz,m)memg M

enthilt wiederum (h ) eine Folage (h3,m)mem' die auf ;3

meWN
gleichméfig konvergiert, usw.; man erhilt so fiir neIN Teil-

c
folgen (hn,m)mem-
gleichmdBig konvergieren.
Wegen hm,.m € (hn,j)jelN

Diagonalverfahren) : (hm,m)me]NgM konvergiert gleichmédBiq

auf In fiir alle né&€N.

Nach Konstruktion von (In)neIN gibt es fiir jedes abae-
schlossene Intervall Js_(a,b) ein noeIN, so daBR JQIn flir
n>ng erfiillt ist; damit gilt die Behauptuna.

2,m

M, die auf In’ und damit auch auf Ij' l_;j;n,

fiir m > n folat (Auswahl nach dem

Wegen Vi QDZN(I) ist der Satz unmittelbar auf aleichméfiq

beschrinkte Teilmenaen von VN anwendbar; es ailt soaar

Korollar 2.2 (Werner, [21])

Es sei N,JEIN.
Ist V¢ VN auf I gleichmiBia beschrdnkt, dann enthdlt V

; j ; - { oh=
eine Folge (hn)nem' so das (D hn)nem' o <3j < J-1, gleich

midBig im Innern von I konvergiert,
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Beweis: Vollstidndige Induktion nach J

Fiir J=1 gilt die Behauptung nach Satz 2.3 . Dbie Behauptung
gelte fiir JE N: Es gebe also eine Folge (hm)me_]N in V, so daBg

(Djhm)meIN flir 0<j<J-1 gleichmdBig im Innern von I konvergiert.

(In)nem

gibt es fiir alle n€IN ein K(J,I,In)<°° mit

sei die Intervallfolge von Satz 2.3; nach Satz 2.2

J
|[Io"n |17 < K(J,I,In)HhmIII me IN
n )

Da V auf I gleichmiBig beschrdnkt ist, ist auch (D hm)me]N

auf I, fiir ne N gleichmiBig beschrdnkt. Damit gibt es in ( m)mEIN

. . J .
eine Teilfolge (hl,m)meIN , so daB (D hl,m)mem im Innern von I,
gleichmdpig konvergiert; (hl,m)mem wiederum enthdlt eine

. J .
Teilfolge (h2,m)me]N' so daf (D h2,m)me:lN im Innern von I,

gleichmdBig konvergiert, usw.:
oo . . C
Fiir n>1 gibt es also eine Folge (hn,m)mem—(hn-l,m)mem , SO

J . X s .
das (D hn,m)melN im Innern von In gleichmépriqg konvergiert.

. J . - i
Die Folge (D hm,m)mem konvergiert also gleichmdfia im Innern
von In fiir alle neIN und danit folgt wie in Satz 2.3 fir diese
Folge die gleichmdfige Konvergenz im Innern von I.

Nach Konstruktion gilt:

(D hm,m)melN konvergiert im Innern von I fiir ogj<J gleichmdBig.

Damit ist der Satz bewiesen.
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2.2 Abgeschlossenheit, Existenzsdtze

— v o a—
o e st e e iy s e -—— -~
1

Mit Satz 2.3 erhdlt man die Existenz einer besten Approxi-
mation fiir £ €C(I), wenn M abgeschlossen ist im Sinne der
Definition 2.4 ( man vergleiche hierzu die Forderuna (2.2) ):

Definition 2.4

Eine Menge VC C(I) heiBt abgeschlossen, wenn gilt:
Konvergiert eine Folge von Elementen aus V auf einem abge-
schlossenen Intervall Ilg;(a,b) gleichmidBig gegen h, dann
stimmt h auf Il mit einem Element von V iiberein.

Satz 2.4 (Schmidt,[18])

Es sei M_gDzn(I) mit neN abgeschlossen.
Behauptung: Jede Funktion f €C(I) besitzt eine Minimal-
18sung beziiglich M auf I.

Bewels:

(hm)meINSM sei eine Minimalfolgqe fiir f:

lim||f-h_||. = inf||£-h||, =R
m' ' heM I

m>eo

Damit gibt es fir é6>0 ein m(§)eIN mit
e Iy = HEH + THE-n 1] < ||f||I +R+5 flir mem(8) ¢

(hm)meIN ist also auf I gleichmdBig beschrédnkt:

| Ih Il; = K, wobei

K:= max{max{llhmHI | 1<mem(8) }, IIfIII +R+8} ist.

Nach Satz 2.3 existiert in (hm)mem eine Teilfolqge (hm)me:r '
JEMW, die gleichmdsig im Innern von I konvergiert.

Da M abgeschlossen ist, konvergiert (hm)meJ auf jedem abge-
schlossenen Intervall in (a,b) gleichmdBig gegen ein Ele-
ment h€ M. Fiir x € (a,b) gilt also:

|£(x)-h(x) |= lim|£(x)-h_ (x)] g 11m]|f-hm||I =R, m€&J.

n-»>o mero
Da |f-h| auf I stetig ist, folgt hieraus
|£(a)~h(a)| < R 2 |£(b)=h(b) | und damit

[1£=h||; = max{|£(a)-h(a)|,|£(b)-h(®) |, sup _|£(x)-h(x)|}gR.
: S x € (a,b)

pamit ist'h eine Minimall8sung fiir £ bzgl. M .
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Bemerkung: Die Stetigkeit von f geht entscheidend bei der
Ermittlung von Ilf—hllI ein.

Nach dem bisher Gezeigten ist die Aufgabe, die Existenz
einer Minimall&sung bzgl. VN nachzuweisen, zurfickqefﬁhrt
auf das Problem, die Abgeschlossenheit von VN zu 2zeiaen.
Es wird entscheidend benutzt, das die Exponentialsummen

Ldsungen linearer Differentialgleichungen sind.
Satz 2.5 (Schmidt, [17]; Werner, [21])

Es sei NeWN, (h )nemgv konvergiere auf I gleichmigig
gegen die Funktion h.

Behauptung: h & VN

Beweis:
Die Linge und der Grad von hn sind fiir alle n€IN hdchstens
gleich N; es kann daher o.B.d.A. angenommen werden:

L t, X
h (x)=] P; (x)e

, L#o ist die Linge von h_ und
1=1 n

grd(hn)sk;N fir neN;

flir L=o ist nichts zu zeigen. Aus der gleichmédfiagen Konveraenz
der Folge erh#lt man h€C(I) und wie oben (mit R=0) die
gleichmiBige Beschrdnktheit von (h ) ooqq ¢ thHI;K«», n€Im.
Nach Korollar 2.2 gibt es eine Teilfolge (h )nEJ ' Jl"

,» o<xrgk, gleichmaﬂiq im Innern

neJg
1
von I konvergieren. Fiir jedes abgeschlossene Intervall Io

so daB die Folgen (Drhn)

in (a,b) erhdlt man durch k-fache Anwendung des Satzes von
der gliedweisen Differentiation:

. _ r
(2.8) In Io ist h k-fach differenzierbar und (D h“)“eJl
konvergiert auf I, gleichméBiqg qegen ph fur osrsk.
i-1

Es sei s_ _=t, r Y (grd(Py ,)+1)<mg ): (gra(p, RS
j=1 Ty=1

fiir 1<i<L, neéN. ( Wie iiblich wird E ag:=o fir n<i gesetzt)

j=1
k

Mit Cn(t)=m£1(t—sm,n) , n€EIN, gilt also Cn(D)hn=°' .ngm;

Cn ist das zu hn gehdrige charakteristische Polynom.
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Die Folgen ( s )

m, ,n nemw seien fir l<i<d beschrinkt,

fiir d<igk unbeschrénkt mit de INu{o}; es gibt also eine
(unendliche) Teilmenge JZ‘C' J1 mit '

I];iit smi'n = s;eR, lcicd, und
(2.9)
- 1li = i<k, i A
n»S!smi'nl ! deig fir ne J,
Somit ex:.st;ert ein noeIN mit smi,n#o fiir d<igk und nan_, ner;
fir né€ J2’ n;no gilt auf I:
k d k D
( I )C (D) =( I (D-s N no( -1))h_=o0
i=d+1- m & Ci=1 MM i=g+41 smi,n n
n
( Fiir n<i wird 1 a.:=1 gesetzt)
3=1 a
~Aus (2.8) und (2.9) folgt auf IO:
k -1 4a
lim( 1 S n)C (D)h =(~ l) )4 (D—si)h = o, ner.
n+o i=ad+1 i’ i=1

Da Io G (a,b) beliebig gewdhlt war, ist h in (a,b) und

wegen h€ C(I) in ganz I identisch mit einem Element aus vdgv

dies war zu zeigen.

Dem Beweis zu Satz 2.5 entnimmt man unmittelbar:

Korollar 2.3 ( Schmidt,[17])

CV konvergiere auf I gleichmdfig gegen h;

t. X
i,n

Die Folge (h )neIN

filr n€IN gelte h_(x)= Z P, ,(x)e
i=1 '

und grd(Pi'n)=ki€ INu{o}. Weiterhin seien m Folgen (tij,n)nem’

, grd(hn)=N und

1l<j<m, unbeschrénkt.

m
Behauptung: Es gilt hevV mit d= } (ki +1)

N-d j=1 3
Speziell fiir v; folgt:
Korollar 2.4 ( Schmidt,[17]; Werner, [21])

+
N

Konvergiert (hn)nejN ( (h ) €]N“ . ) auf I gleich~-

méBig gegen h, dann gilt hGVN ( hEVN).
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Beweis:
. X . + . R
Der Beweis wird fiir (hn)némgvbJ durchgefiihrt; im anderen
Fall hat man nur ai >0 bzw. aj;o durch a; <0 bzw. a.<o
3 j =

Zu ersetzen.

‘Aus der gleichmiéfigen Konvergenz folaqt wieder die gleich-

m&Bige Beschrdnktheit von (h ) . no* Hh 17 £ K <=, nem.
N ti nx

Mit h_(x)= a, _.e ! erhilt man nach Voraussetzung

n . i,n :
i=1
ti nX _ti a .
lla, e 7' ]|, £ K und |a, | < Ke ' fir ném
i,n I = i,n

Nach Korollar 2.2 gibt es damit ( nach N-maliger Auswahl von
Teilfolgen) eine ( unendliche ) Teilmenge TCN, so dai die

Folgen (a, _e ~'" )

in neJ’ 1<i<N, im Innern von I qgleichmdfic
’ L = =

konvergieren. Die Folgen (tij,n)ne]N seien flir 1<j<N-d be-

schrinkt, fiir N-d<j<N unbeschrédnkt; es gibt daher ein T<» mit

ltij,nI < T, 1 <3< N-d,nelN;
damit gilt Iai n‘ < KeTlal filr 1<j<N-d, neNlN. Es qgibt
s |
daher eine Teilfolge mit 1lim a, n = a.€Ir und
n-o lj' J
. - .t  eN- cT;
iiz tij,n tjelR flir 1<j<N-d, neJla
wegen a, . > O fiir n€N konvergieren also die Folgen
jl
ti.,nx tjx
(aij'ne )r1EJi im Innern von I gleichmdfig gegen aje

mit aj > o fiir 1<j<N-d, fiir N-d<j<N gegen die Null-

funktion {(als einzigem Element von VO) nach Korollar 2.3,

~ N=4d tix
Damit gilt also h(x)= Z a;e fiir x€ (a,b);
i=l

wegen h €C(I) ist dies fiir ganz I richtig und die Behauptung

ist gezeigt.
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Es ist damit gezeigt:

Korollar 2.5 ( Schmidt,[17])

Die Mengen VN' V;’V;I sind abgeschlossen fir NCNN.

Beweis:

Es sei V eine Menge der Behauptung.

Konvergiert (h_ ) & V im Innern von I gleichmdfig, dann

n' nelN
konvergiert diese Folge auf jedem abgeschlossenen Intervall
in (a,b) gleichmiB8ig gegen ein h& V, wie oben gezeigt;
damit ist V abgeschlossen.

Aus Satz 2.4 folgt somit:
Satz 2.6 ( Schmidt,[17]; Werner, [21])

Es sei NelN und f e C({I).

Behauptung:
+ -
Auf I besitzt f besziiglich jeder der drei Mengen VN,VN,VN

eine Minimall&dsung.

Bemerkung:
Es ist wesentlich, daB I ein reelles Intervall [a,b] ist,

wie Beispiel 6.1 zeigt.

Es folgen nun Sétze, die fir spidtere Untersuchungen benétigt
werden, bei deren Beweis jedoch Satz 2.5 eingeht.

Wichtig sind Aussagen Uber den Vorzeichenvektor der Grenz-
funktion einer gleichmdBig konvergenten Folge in Vyr die
Yerallgemeinerungen von Korollar 2.4 darstellen.

Hilfssatz 2.3 (Braess,[2]; Werner,[21])

N-1 i tox
Es sei Ne¢IN und h(x)= ] a;x"e © € Vg~V ; mit S=sign(h)
i=o
N t X i
. Aas o_ _ i,n g
gegeben; die Folge (hn)neINS;VN VN—l mit hn(x)—iglai,ne ,

konvergiere auf I gleichmdfig gegen h.
Behauptung:
. . . o
Es gibt ein no«eIN, so dap fir nan_ gilt: hné VN(S).
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Beweis: , _
Zum Beweis wird flir h und hn' n€lN, die Darstellunqg durch

Differenzenquotienten ( nach Satz 1.2 ) benutzt:

N-1 .
hix)= } biAl(to,...,to)etx
i=o0
N-1 . ' ‘
_ i tx
hn(X)—.Z bi'nA (tl'n'ooo'ti+1’n)e
i=o
t x
N-1 tx _ 1 N-1 "o
Aus A (tgree-vt )e™ = m-DT X © folat
sign(by_;) = sign(ay,_,) .
Es wird nun gezeigt: Es gibt eine Teilfolge (hn)ne g+ JEIN, mit
(2.10) lim bi,n = bi » 0<i<N-1, ne J,

n-+o

Hierzu wdhle man N Punkte xj, 1<j<N, mit x1<x2<...<xN in I;
aus der gleichméBigen Konvergenz folgt dann

(2.11) lim hn(xj)== h(xj) . 123<N.

n-+mo

Nach Korollar 2.3 sind die Folgen (t;j_'“)“é me 181N, be-

schrédnkt und nach dem Beweis von Satz 2.5 qgibt es eine

Teilfolge (hn)neJ' JCN, mit

lim t =t , NEJT , 1l<icN

N i,n o
Aus Hilfssatz 1.3 folgt flr 1l<j<N und né€ J:
i’ !:xj i txj
(2012) r];i:‘ A (tl'n'...'ti+1'n)e = A (to'...'to)e » i.(I\\.
Flir o<i<N~1 und 1<j<N wird definiert:
. tx. ‘ tx,
n Lol j : L=l 3
dj'i+1.—A (tl’n'o'.'ti+1'n)e ’ dj,i"’l. A (togooo'to)e ’
n n - -
rdl,l ¢ @& a l’N rdl'l L 4 dl'N
Dn - , D := : . .
n n
dy,1 -+ 9, 9,1 *°* 9N,N
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- g = - —1 -~ K 1
by o b b (x;) h(x,)
Py-1,n) Py-1] P O | i)
Es gilt also:
(2.13) DnB‘n=Hn , DB=H .

Die (N-N}-Matrix Ci n bzw, Ci erhdlt man aus Dn bzw. D, indem

?

in Dn bzw. D die i-te Spalte durch Hn bzw. H ersetzt wird, 1l<icN.

Die Gleichungssysteme (2.13) sind eindeutig 1ldsbar, da der
N ,
E

von {Ai(t yet¥ | 0<i<N-1} bzw.

e L o

i . tx , , .
{a (tl,n’"”"°i+1,n)e lo<igN-1} erzeugte N-dimensionale
“reelle Vektorraum die Haarsche Bedingung erfiillt ( Satz 1.1
und Hilfssatz 1.2 ). Damit folgt :

det(Dn) # o # det(D) , neN.

Nach der Cramerschen Regel gilt

= i+l,n _ i+l . '
Pi,n T det®) , REW, und b, =gy filr ogi<N.

Fiir (n-n)-Matrizen mit reellen Koeffizienten ist die Abbildung
A —> det(a)

eine stetige Funktion der n2 Koeffizienten von A;

aus (2.11) und (2.12) erhdlt man daher fiir ogi<N

) det(C, . .)

det(ci+l,n = i+l
det(Dn) det (D)

1lim

n-»co

Somit ist (2.l0) gezeigt.

, ned.

Durch vollstadndige Induktion nach N ergibt sich unter Ver-
wendung von (1.7) fir pi,sieJR, 1<i<N, mit si#sj fir i#j:

N .

) pimlAl 1(sl,...,s.)etx =

= i

(2.14) *

t}\} six N( _1[ N‘Z'l N ]
= ) e N(s,=s_) “[py_1t ) Pr_ I (s,-s )

121 m=1 i m N-1 k=i k-1 m=k+1 m

m#FL
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1 ,
i- tx
N=1 .Z Ei_qt (s{/...,8;)e™" =
i=1
% six 1 §
= e T (s;-s_ ) [p,_ _
i=1 m=1 ¥-17, L, Pk
m#L
Es gelte (2.14) flir NeDVI.
Induktionsschluf:
N R
i-1 tx N
.Z pi_lA (sl,...,si)e + pNA (s
i=1
? six N _lr Ngl
= ) e T (s.-s_) " [py_+t Py _ n
i=1 m=1 + T N-1,2;7k1
m#FL
Ngl six N+1 -1
+ p,, e n (s;-s_) =
N2 = W
m#i
? s.X N+1 -1 ? N+1
= e I (s,-s ) Py _ i
i=1 m=1 = k=i 7l ek
m#EL
NEl S.X N+1 -1
+ e " py T (s ,-s_ ) =
i=1 Npg=1 t M
m#i

N’-i-l s,X N+1 _1[ Iil

= e I (s,=s_) Pyt p

: m=] * ™ N k=i
m#i

k-1
=i

s, X
. 1= _
Poe =

1
1 il (s.-s5 )i

m=k+1
tx _

1,...,sN+1)e

N

m=k+1

N+1
I
m=k+1

Damit ist (2.14) vollstdndia bewiesen.

Es gilt also

? ti nx N
h_(x)= e 7' n (t, -t
n iz1 m=] i/ m,n

m#i

)b

Wegen lim ti n=to fiir neJ, 1<i<N, und

n-r~ 4

N—l,n+ F b

i
S,-S [
(s;=s )]

N-1
k-1,n

(2.10) exis

ein noe IN, so daB fiir n;no, ne J, erfiillt ist:

Nil N
sign(b, _ + b, _ I (t,
N-1,n k=i k-1,n m=k+1

) = sign{(b

m=k+1

tiert

N-1,n

)




= sign(a ) fir 1l<i<N weiter qilt fiir 15_15_1\!:'

N-1

-1

sign( I (t )T = DM pem,

intmn

Wegen

N-1 N
-1
Z (¢, -t ) [be_, + 1 b _ noo(t
m—l i,n "m,n ’ =i k-1,n m=k+1
m#Fi

)]

i,n°tm,n -

.o —— - N-i 3 .
erhdlt man smm(al n) = (=1) sian(a,_,) fir nzn_, n€.J;

die Behauptung gilt also filir die Teilfolge (hn)ne 3°

Nimmt man an, daB die Behauptung nicht fiir die Folge “‘n)'nem

neé. Tl < (hn)nem

mit 51gn(h ) # S fiir n€ J,. Da aber (h ) ebenfalls
1

gegen h gleichmédgig konvergiert, liefern die soeben durchage-

gilt, dann gibt es eine Teilfolge (h )

€7

fiihrten Uberlequngen die Existenz einer Teilfolge in (h )“€ v
1

deren Elemente den Vorzeichenvektor S besitzen, was im
Widerspruch zu sign(hn)#s, né& J1 steht,
Damit ist die Behauptung gezeigt.

Satz 2.7 ( Braess,[2]; Werner,[21])
Es sei NEN und S ein Vorzeichenvektor mit N Komponenten;

die Folge (h ) V (S) konvergiere auf I gleichméfia

nelN =

gegen he VN_VN-I

Behauptung: he VN (s)

Beweis: ti x

Es sei h_(x)= Z a; € "'" , n€N. Nach Korollar 2.3 sind

i=] i,n o

die Folgen (ti,n)nem" 1‘<_i_<_N,‘ beschrdnkt und o.B.d.A. qilt
grd (h )=N fiir n€IN. Es gibt also eine Teilfolge (h“)n€ 3
mit JCN, so daB erfilillt ist:

= fir lsieN.
qrd(h )=N und (tl n)ne g 1ist konvergent gig
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Es wird nun die Folge (hn)nE
stets n€ J erfiillt.

Es gebe L verschiedene Grenzwerte der Folgen (tl n) € 1
neE .
iiz tj,n=ti fir Jj83<T 4 it l<i<L, wobe; jl=1, ji<Ji+1

J betrachtet, es ist also

und JL+1'1"N sei und weiter ti<ti+1 gilt (Im allgemeinen ist
hierzu fir endlich viele Elemente der Folge die Indizierung
der Summanden, wie sie durch Definition 1.2 gegeben ist,
abzuindern) .

Ji417 t, X L

= j.n - _— _
Mit hy o (x)= jgj ay ne %, 1gigl, erhdlt man h (x) izlhi’n(X)
i

und es gibt ein noe'm'mit S=(sign(h1’n),..,sign(hL'n)) fir nxn_

L J3+41733
Der Beweis von Satz 2.5 zeigt, daB I (D_ti) h=o0 und
i=1
L tix .
damit h(x)=i£lPi(x)e mit grd(P,)=j,, ,-j;~-1=:k; erfullt ist.
tix L
Mit h,(x)=P_ (x)e gilt h(x)= } h, (x).
i i 121

Fir L=1, d.h. lim t., =t, fiir 1<i<N, liefert Hilfssatz 2.3

n->e

die Behauptung. Es gelte also 2gI<N.

Es wird nun &dhnlich wie in Hilfssatz 2.3 die Darstellung durch
Differenzenquotienten verwendet:
k

q (X)= Z b7
j=o

j tx
A7 (L, ceertl L
i,3 ( jyom’ Ji+3,n)e

(2.15) k,

= 3
h; (x)= Z by, 587 (t5re-e
j—-o

t.)etx
i

Es seien N Punkte x 1<i<N, in I gegeben mit x,<X_ <...<x. ;

if 1 72 N
nach Voraussetzung gilt damit fir 1<izN
(2.16) lim hn(xi)= h(xi) .
n-«
Hiermit wird definiert:
tx.
n m-1
. =A t. et ]
jom,i ( ji,n’ ’tji+m--1,n)e und
m-1 txj ;
dj,m,i—A (ti,...,ti)e fir 1ém;ki+1, l<izl, 1l<j<N, né&dJd.

...IIlllIllllIlIIllIlIIlIllIlllIIIIIIIIIIIIllIIllIIlllIllIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII



Weiter sei flir 1<ic<L

r.ﬁn dn |
ll’l’i oooooo o o= l’}:i+l,i
D, = . . , n& T, und
i,n . .
n n
_dN,l,i meeescanea dﬂ,ki+l,i ]
- ; -
dl,l,i s esevanses Ql,ki+l,i
D, = - . .
i -
dN,l,l ......... . dﬂ,l.+l,i l

Mit den (M-11)-Matrizen Dn=(D] yenmsD ), naJ, und

! L,n

D=(D1,..,,DI) gilt nach (2.15)
(Bl,n hn(xl)] le (h(xl)
[T . ! . .

P R : =:H und D | I} = | : =:11,
LPLfnj P Oty) Pr] {h(xm)ﬂ

wobei fiir 1gi<L

— n - - -
bl,O bi,o
B, ={ und B, =| . ist.
i,n . i :
n .
b, b, ;.
l’ki' ] l'Liu

Die (MN~-MN)-Matrizen Ci n

undl Ci’ 1<i<M, sind definiert wie
R .

in Hilfseatz 2.3 .
Mis (2.16) und Hilfssatz 1.3 folgt wie oben aus der

Crameraschen Pegel

det(C. ) det(Cj L)

1. +3,n +3
lim LY . = lim- - = o, L, '
ne- 7 N det(Dn) det (D) L) ;
;

O;j;kl r l;if_:L, né& T , i

da die entsprechenden Gleichungssvsteme wieder cindeutiq

18char sind.

ENNNNNNN—————————
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Nach Hilfssatz 1.3 konvergieren daher die Folagen (h, )
i i,n"neJ

auf I gleichmédfig gegen hi fir 1l<i<lL, und Hilfssatz 2.3

) = siqn(hi), l<i<L, fir nxn_, ne J, woraus

ergibt s;an(hi'n

sign(h)=S folgt, was zu zeigen war.

Es gilt noch allgemeiner: ‘

Korollar 2.5 (Braess,[2]; Werner,[21])

Es seien die Voraussetzungen von Satz 2.7 mit (hn)neanVN(S)
erflillt.

Behauptung: hé& Vy (s)

Beweis:

Es sei neIN; filir jedes meIN existiert ein gm,n€3V§ mit
||hn—gm'n]|I ;-%— und nach Satz 2.7 aibt es ein m(n)€ M

mit sign(qm n)=siqn(hn) fliir mem(n).

Mit mn:=max{n,m(n)}, n€ N, erhdlt man so eine Folage (qm )

n,n ne IMN
in vg(s), die gleichmdpig auf I gegen h konvergiert;
Satz 2.7 ergibt damit die Behauptung.
Es wird noch bendtigt:
Satz 2.8
L ki n 5 ti nX
: . - . 4
(h ) e S Vy mit D (x) _Z_ _Z_ a; jxe und LEIN
i=1 j=o0
. L ki . tix
konvergiere auf I gleichm#dfia gegen h(x)= z Z a. .xe
Ly E i,j
i=1 j=o0
und es gelte lim t, = t,¢IR fir 1<i<L .
Now LoD i -
Behauptung: lim a2 . = a, . fir o<j<k,, 1l<ci<L .
1,3 1,3 ==1 -

n-o

Beweis:

Mit k=iz;1 (ki+1) wdhle man k Punkte X l<i<k, mit Xg<X;.q in I;
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es gilt
k
i . x '
) a® (xJe LM ™o (x) , lgmek, NnEN
i21 j=o i,i'm n'm

Betrachtet man wieder die Koeffizienten a: j hzw, ai j |
[ [

als die eindeutig bestimmten Ldsungen der Gleichunas-
systeme (2.17), dann erhdlt man wegen lim hn(x].) = h(xi) ’

>

1<j<k, und lim &, = t,, 1<i<L, aus der Cramerschen Regel

n-+o on

die Behauptung des Satzes.

Einen Zusammenhang zwischen der aleichmifigen Konveragenz
auf I und der gleichmifigen Konveragenz im Innern von I cibt

der folgende Satz fir Exponentialsummen an:

Satz 2.9 (Werner,[21])

Es sei NE IN; konvergiert die Folage (hn)némQVN gleiehmipia im
Innern von I gegen h&VN-VN_l, dann konveraiert (hn)nén\‘ auf I
gleichmédgig geagen h .

Beweis:

Filr jedes abgeschlossene Intervall il=[51;b1]§(a.b)
a,+a b, +b
= —=5-]; fir JEN aibt es nach Satz 2.2

1;= » |
ein K(3,I;,I;)<= mit 1o (h -1y |14 KG,I3, 1) hen Ly, .
1 1

sel

Aus der gleichmiBigen Konvergenz im Innern von I folot daher

fir j€M: ' 1im ||pIn_-pInj|, =o
| n 1,

neo

Fir xoé (a,b) gilt daher

3 = nl :
(2.17) lim D hn(xo) D h(xo) jEIWN

ne+o

Wegen he vV -V _, erhdlt man mit dem Beweis von Satz 2.5, dar
die Frequenzen der Elemente von (hn)nem beschriénkt sind:

Es gilt also N

i=Iz_l(D—t—.i'n)h_n=¢:> mit |ti,nl<,T<° flir 1<i<N und neN
und es gibt daher eine Teilfolge mit lim t:.1 n =t1€m. neJer.
[

n->ow




aqleichungen die gleichmﬁﬁiae ¥onveraenz von (hr)ne.’ auf I
da somit in jeder Teilfolge von (hn)ne]N eine auf I aleich-
mifig gegen h konvergente Teilfolae existiert, ailt die

Rehauptuna.

Remerkung 2.2

Entscheidend filir den Beweis von Satz 2.9 ist die Reschrénkt~
i ; achte hierzu Reispriel
heit der Folgen (ti,n)ne]N ; man bheachte hierzu Reisric

Setzt man dies voraus, dann wiré die Veraussetzuna hé€ V.-

~
e

=
.

\H
Fae

nicht ben&tigt.




