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I. THEORIE DER EXPONENTIALAPPROXIMATION

§1 Einleitung, Hilfsmittel

1.1 Die Mengen VN’

Es sei X stets eine kompakte Teilmenge der reellen Zahlen IR
und C(X) die Menge der auf X stetigen, reellen Funktionen;
C(X) sei mit der von der Tschebyscheff-Norm |[.]|, induzierten
Metrik versehen:

€], = supl£(x)| , £f€C(X)

xeX

In IRn, ncIN, wird die Euklidische Metrik bzw. Norm verwendet.
I bezeichnet stets ein abgeschlossenes, reelles Inter-
vall [a,b] mit a<b, a,bER.

In dieser Arbeit wird die Tschebyscheff-Approximation
stetiger, reeller Funktionen durch Exponentialsummen
- ein nichtlineares Approximationsproblem - behandelt;
wie iiblich sei also definiert:

Definition 1.1

Es sei V&C(X).
a. voe V heiBt beste Approximation an £ € C(X) beziiglich V

auf X oder auch Minimall&sung fiir £ beziiglich V auf X,

wenn gilt: Hf—vol I = inf||£-v| [, = R(£)
vev

b. R(f) ist die Minimalabweichung von f bzgl. V auf X.

c. Die Folge (vn)nest;V.ist eine Minimalfolge in V fiir £

auf X, wenn gilt:
lime-vnIIX = R(f) .

n+o

Wenn man von Exponentialsummen spricht, denkt man zundchst

n t,x
an Summen |} a.e 1 mit a;,t,;€ER fir l<i<n, n€IN.
i=1 i i =




Dies soll im folgenden prédzisiert werden.

Definition 1.2

. . _ v 2N
Es sei N€NN und a—(al,...,aN,tl,...,tN)elR .
N t.x
\ i
a. E(a,x) = ) ae , xeIR.
i=1

Die hiermit auf IR definierte Funktion wird mit E(a) be-

zeichnet; aeﬁRzN ist der Parametervektor von E(a).

b.

0 2N
vy ={E(a) !a=(al,. ety e b )ERTT,
13 i J = P =
ti<ti+l fiir 1<i<N-1, a;=o =>a, .4 o}
vg enthilt nur die Nullfunktion.
L tix o
c. Die Linge von E(a,x)= | ae €V, ist L,
i=1

wenn ai#o fiir 1<i<L erfiillt ist.

Bemerkung:
N tix o
Jede Funktion Z aie mit ai,tiEIR flir 1<i<N ist in Vg
i=1 H
enthalten; E(a)eivg bedeutet nur, dap die Indizierung der

Summanden gemdf Definition 1.2b durchgefiihrt wird. Dies ist
offensichtlich stets méglich und man sieht unmittelbar ein,
dag E(a)e Vg mit der Lidnge L<N keinen eindeutiag bestimmten

Parametervektor ae]RZN besitzt, da zum Beispiel t IR

L+l
mit tL+l>tL beliebiq gewdhlt werden kann.

Die Existenz einer besten Approximation bhzgl. ve ist allae-

N
mein nicht gesichert: ‘

Beispiel 1.1 (Meinardus,[12])

Es sei x=[o,1], f(x)=xe" und fiir me N sei E(an)eivg geaceben

(1+£) X
durch E(am,x)= me -me” . Fir x€ X gilt:
X w i
|£(x)~E(a_,x) |= e¥|x-me™ +m|=e¥|m § —ZX—| <
m . L, 1 =
i=2 ilm
< e*m te¥ < m te? .



Es folqt also 1im§1f-s(am)§§x = o . Die Minimalabweichuna

m>om
&'
{
r

von f bzal. V ©

2

enthalten. Damit aibt es keine beste Approximation fiir £ be-

3% {_“

ist demnach Null, £ ist jedoch nicht in ¥

e Ne) _
zlialich V2 auf ¥.

Anders formuliert besagt Beispiel 1.1, daR jede Umaebuna

von f(x):xex in C([o,l]) eine Funkticn aus Vg enthidlt.

Dies eraibt sich auch unmittelbar aus der Tagsache, dap die
betrachteten Funktionen L3sunaen homoaener, linearer Differen-
tialgleichungen zweiter Ordnuna sind.

Allgemein tur Ne€W entnimmt man der Theorie der linearen
leferentlalqlelchunqen N-ter Ordnunag mit konstanten Koeffi-
zienten ( man vergleiche hierzu [5],[7]):

1. Die L&sungen h der Differentialgleichunaen

N i L mi+l
] 4,p*h = 1 (D-t,) h =o
(1.1) f 27 =1 L
mit  t,€TR fir lgizL und ] (m+l) =N
i=1
L tix
sind von der Gestalt h(x)= ] P, (x)e mit reellen
m. i=1
* n
Polynomen Pi(x)=n£O a; X fir 1<i<L .

Lieqgt ein Anfan ngswertproklem vor, SO sind die LZsuncen

von (1.1) eindeutic bestimmt,

( Wie ﬁblichqwird der Differentialoperator ‘%;—mit D he-
zeichnet. Es ist DUf=f und pM=p" " 1p )

2, Die Lésunc der Differentialaleichuna (1.1) mit den Anfanos-
werten D h(x ) h €, ocigN-1, hdnat stetia von den Koeffi-
zienten d. und den Anfanqswerten ab. Dies eraibt sich aus

dem entsprechenden Satz fiir Differentialaleichungssysteme.

L, ™ tix
Hat man also eine Funktion hf{ 7« f ay
i= l n=o0 i.n
L
mit mi;l fiir ein 1 und ) (mi+l)=N cegekben, so ist
i=1




N L m,+]
(1.2) ] d,D lhe= om (0-t,) © h = o erfillt.
i=0 i=1
N \ N
Die Differentialgleichung Z ciqu := I (D_Si)q mit
i=o i=1

|ti-si|<e fiir l<icw, siafsj fiir i#3j, besitzt L&sungen
N 5.X

der Form g({x)= 2 a;e . Legt man ein abgeschlossenes
i=1

Intervall I<IR und die Anfangswerte
. | C
D a(ﬁo}»B h(xo) ogi<N-1, x €1,

zugrunde, dann kann |Ih~ql]1 bei geianeter Wahl von e

beliebig klein gemacht werden, da lim c; = di' o<i<N-1, gilt.
: o)

Damit ist gezeigt:

L t.x
In jeder Umgebung von ) Pi(x)e Y in C(I) mit
(1.3) L =1 .
] (ard(p,)+1)= N lieat ein Element von Ve
i=1 '
T
Hlerbel wird der Grad des Polynoms P(x)= ] a;x mit ard (P)
i=o

bezeichnet; mit am#o gilt also grd(P)=m.
Das Nullpolynom P(x)=o habe den Grad -1.

Will man bei der Approximation stetiger Funktionen durch
Exponentialsummen die Existenz einer besten Approximation
sichern, so muB man also V mindestens um die in (1. 3) be-

trachteten, verallgemelnerten Exponential summen erweitern.

Definition 1.3

L. t.x
:={E(a) |[E(a,x}= ) Pi(x)e o, P, ist ein reelles Polynom

i=1

a. VN

: L
mit qrd(Pi) = m,, izl(mi+1);y,

t. CIR fir lgicl mit ti<ti+l}’ NeNvi{ol}.




Fir

L tix
E(a,x)= |

1

Pi(x)e GLVN werden folaende Rezeichnungen

1

einqgefilhrt:

Es sei grd(E(a})):=

ist
von

Das

~1

(qrd(Pi)+1) der Grad von E(a);
i=1

qrd (P;)zo0 fir l<izL erfiillt, dann ist L die Lé&nae
E(a).

Spektrum von E(a) ist gegeben durch {t, |lcicL}, die

Elemente dieser Menge seien die Freauenzen von Ef(a).

Bemerkung 1.1

1. Es ist nicht ohne weiteres mdglich, den Elementen von VN

einen Parametervektor zuzuordnen, wie dies in Definition 1.1

fir VE geschah. Dies wird deutlich, wenn man bedenkt,

N-1 . i
daf neben .Z ai+1x e
i=o

tlx N i
] a,e © €Vy in Vg

mit aN#o auch . i AN
i=1

enthalten ist; im ersten Fall bestimmen N+1, im zweiten

Fall 2N Parameter die Funktion.

Auch die Beschrinkung auf Elemente von VN mit einer

festen Anzahl von Parametern brinat keine Enderuna:

Es seien a,b,c,u,vER mit u<v ageageben. Mit (a,b,c,u,v) als

Parametervektor lassen sich die Exponentialsummen

aeux+(b+CX)eVX€V3 . (at+bx) e X+ce’™ v,

bilden, die im Spektrum ilibereinstimmen, im allgemeinen

jedoch nicht gleich sind.

Fir

wie

E(a)GZVN—Vg hat also a nicht die aleiche Bedeutuna

fiir die Elemente von VO

N’ es dient hier nur der Bezeich-

nung einer speziellen Funktion im Sinne einer Indizieruna.

Filir
Hat

Aus

die

E(a)€ Vy - fidllt die Lénde mit dem Grad zusammen.
E(a) & VN—VE die Linge L, so folgt L<ard(E(a)) fiir M>2.

der Definition der Polynomgrade ergibt sich, daB VO nur
Nullfunktion enthdlt.




In §2 wird gezeiaot, daf auch bei der Approximation bzaql. der
in Definition 1.4 beschriebenen Teilmengen von Vg eine Mini-

mall&sung flir FEC(I) existiert:

Definition 1.4

+ . § tix le)
v, :={E({a) | E{a,x)= ] a.e eV, a.>o0 fiir 1<i<N}
N S | N i= ===
i=1
- . o +
vy ={El(a) [ -E(aje vyl
Bemerkung 1.2 (Waner,{Qlj)
Flir nelN ist E\éﬁﬁ n~-fach differenzierbar inIR und es qgilt:
T
DE €3
EIN
Beweis: vollstdndige Induktion nach n:
& tix
E{x)= ) Pi(x)e E.VN ist in IR differenzierbar:
i=1
L tix
DE(x)= ] (DP, (x)+P,(x)t,)e ~ .
iz i i i

Wegen grd(DPi+tiPi);grd(Pi) ist DE €V erfiillt.

Gilt die Behauptung fir n, also z=Dnh4£VN, dann ist z in 1R

1

differenzierbar und es ist Dz=p""* hé\“r Damit ist die Behauptung

vollstédndig gezeigt,

’Von entscheidender Bedeutung ist der nun folgende Satz iiber

'aie Nullstellen von Exponentialsummen:

Satz 1.1 (Meinardus,[12])

Jede nicht identisch wverschwindende Funktion in VN besitzt
hchstens N-1 reelle Nullstellen.

Beweis: Durch vollstiindige Induktion nach L wird gezeigt:

L tix
E(x)= ] P, (x)e

é_VN mit Efo hat hdchstens
i=1

(1.4) L
) (grd(Pi)+l} -1 xeelle Nullstellen.
i=1




Beweis:
f.
Pir L=1 ist nichts zu zeigen: P(x)e“xe VN besitzt héchstens

grd (P) reelle Nullstellen oder verschwindet identisch.
Es qalte (1.4) fiir L-1.
L tix
E(x)= ] P,{x)e = ¢ V, habe M reelle Nullstellen und es
i=1

sei mL=grd{PL};o {(sonst gilt die Behauptuna nach Induktions-

annahme) .

m o+l -t X mL+1 L~1 (ti-tL)x
Ey(x):=D ° (e T E(x)) =D () P.(x)e ) =
et 1
i=1
L-1 (t. -t )Ix
=] o tne * L
i=1 L-1 L-1
Nach Bemerkung 1.2 qilt |} (qrd(Q;)+1) < ] (ard(P,)+l) .
i=1 i=1
-4
...LX

Die Funktion e E(x) besitzt M reelle Nullstellen:

nach dem Satz von Rolle hat dann E, mindestens M- {m_+1)

1 L
reelle Nullstellen. Die Induktionsannahme, auf El angewandt,
L-1 L
ergibt M-m_-1l< ] (aqrd(P,)+1) -1 = J (qrd(p,)+l) -1-m_-1,
L "=, 5 i L& i L
i=1 i=1
L
woraus Mg ) (qrd(P,)+1) -1 folaqt.
i=]1

Damit ist (1.4) vollstidndig bewiesen und die Behauptung
des Satzes gilt.

Die Theorie der nichtlinearen Approximation, wie sie in [ll]
dargestellt ist, wird in §3 zur Herleitung von Charakteri-

sierungs—- und Eindeutiagkeitssdtzen flir die Approximation

bzgl. V, herangezogen; die Theorie von Rice,[15], ist hier
nicht anwendbar, da Vy im allgemeinen die Varisolvency-
Eigenschaft nicht besitzt, Braess qgibt dazu in [1]

folgendes Beispiel an:



Beispiel 1.2

Betrachtet wird V, im Intervall [-3,3].
In V2 besitzt EO(X)=X(EV2 die Varisolvency-Eigenschaft nicht:

a. Es sei
X172, X%, 3
y1=—2+6, y2=—1, y3=1, y4=2—5 mit §>0 gegeben.

=-1, x.,=1, x4=2 und
Es kann o.B.d.A. 6<1 angenommen werden.
Gesucht sind die Funktionen E €V2,
(1.5) E(x;)=y, fir 1<i<4
erfiillen.
Gilt El(xi)=E2.(xi)=yi , l<i<4, fir El,EZEEVZ, so folgt
E.=E, nach Satz 1.1 . Fiir jede L&sung E des Problems (1.5)

die

172
gilt E(x;)=-E(~x;), 1gi<4, und man erhilt
(1.6) E (x) ==E (-x) xeT.
die (1.6) erfillen, sind

Die Funktionen in Vg und V2—V§,

sx_e—sx) und E(x)=ax mit a,s€ R.
Gilt weiter E(x)2o0 fiir x>0, dann sind diese Funktionen
in [0,3] konvex und 18sen daher fiir kein §>o0 das
Problem (1.5).
b. Mit E(x)=;%4exre-x)e‘vz besitzt E_ -E in I drei Nullstellen:
X " -3 -1 o +1 +3
Eo(x)—E(x) " +2.009 -0.412 o0.0 +0.412 -2.009

éegebeh durch E(x)=a(e

) Nach a. ist also der Soivency-Grad von EO in V2 kleiner als 4,
f 8s gibt aber Elemente E¢5V2, so daB EO-E in I 4-1 Nullstellen
hat} damit ist fﬁr.Eo die Varisolvency-Eigenschaft, wie sie

in [15] definiert ist, nicht erfiillt.

Bemerkung: In "On Extended Varisolvent Families" zeigen
R. B. Barrar und H. L. Loeb, daf8 die reellen Funktionen

ein Tunktionensystem bilden, das die Varisolvency-Eigenschaft

besitzt; hierbei gilt .

1. C(z) und A(z) sind Polynome mit reellen Koeffizienten, die
keine Nullstelle gemeinsam haben; es sei grd (C) <grd (A) =n<N€IN




C S « . .
und der Koeffizient bei z in A ist Eins.
2. Fiir den Imaginirteil jeder Nullstelle z_ von A agilt:
fIm(z ) |<r
e}
3. Der geschlossene Wea K sei der Rand eines Gebietes in(C ,

das alle Nullstellen von A im Innern enthdlt.

Jedes Element & von Vg ist in dem beschriebenen Funktionen-
system enthalten: Man hat hierzu das Polynom A so zu wdhlen,
dap die n Frequenzen von E die (reellen) Nullstellen von A
sind; dann kann das Polynom C so bestimmt werden, daf man

(mit dem Cauchyschen Integralsatz) die restlichen Parameter

von E erhdlt.




1.2 Darstellunc der Exponentialsurmmen durch Differenzen-
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Die Darstelluna von Funktionen aus VN gemdfl Definition 1.3
ist flr topolocische Untersuchunaen oft nicht sehr qeeignet,
was auch Beispiel 1.1 zeiqt. Deshalb wird nun durch Ver- '
wendung von Differenzencuctienten eine andere Darstellung

fiir die Elemente von VN entwickelt, die fiir Konvergenzbe-

trachtunaen clinsticer ist.

Definition 1.5

Die Funktion f sei auf T:mit;ftieIP, ie N, tialt_i fir i#j})

PR

definiert.

Ao(tl)f s= f (L)

1

-1
(t2,...,t ) E

n+1

" néN

! A
£ s o
It . - t

n
A (tl,...,tn+l

Es werden die folaenden Eicenschaften der Differenzen-

quotienten ben&tiat ( man veraleiche hierzu [19],[22],[231):

n+l
1., Mit P.(t)= T (t-t.,) , l<icn+l, ailt
] i=1 t -7
i#5
n nfl f(t.)
{(1.7) A (t,,...,t ) £=
1 ' n+) j=1 Pj(tj)

Es sei ICIR ein Intervall und f eine Funktion von t in I.

2. Fiir feC™(I), d.h. f ist in I n-mal stetic differenzier-

bar, gilt mit {t |l<ign+1}< I:

ATty ) £
(1-8) k Sl | “Sn*l dn ? \
= |7 oe.... - ft,+ (b, y-t.)s.)ds_ .... ds
J l‘ ‘f , dtn 1 i=1 i+l Ti’7Yi n 1
1 gt . .
(1.9) A% (kg nn b L) F= i d — £(1) fir ein t€I.
dt
n
n .1 a4
(1.10) A7 (ty,vuu b)) E =g = £(t,)




Die Gleichung (1.8) ermdglicht fiir f€ ¢ (I) folaende Verall-

gemeinerung:

Definition 1.6
Es sei nel, £€C (T) und {t flcicn+l}Cl,

1l s 5
m rl m=-1 & m
£ o= £ -
A (tl""’tm+l)“' ) .,»‘f o f(tl+'z (ti+1 ti)si)dsm..ds1
A ° t i=1
mit mzgn.

3. Nach (1.8} sind die Definitionen 1.5 und 1.6 Houivalent,
falls tis‘ft_j fiir i#4 gilt.

Fir tl#tn+l folat auch fiir die Differenzenaguotienten

nach Definitiecn 1.6

n X C ,tn)f—An'l(tz,. et 0 f N
A (t,,...,t ) £= = LEECT(T)
1 n+l A
1 "n+l
Bei der Anwendung der Differenzenauotienten auf etx, xelR,

wird t als Variable betrachtet; die Differenzierbarkeits-
bedingungen sind hier erfiillt und die Gleichuncen (1.8),
(1.9) und (l.1l0o) sind unmittelbar anzuwenden: insbesondere

hat man also:

n tx
A (tl,...,tn+l)e = n
(1.11) ) s (t1+lz (ty,17ty)s;)x
_.n 1 n-1 i=1
=¥ j‘f . e dsn...ds1
o 0 o)

Vereinbaruna: Da die Differenzenauotienten unabhiraia von

der Anordnung der Araumente ti sind, seien diecse o0.B.d.A, stets

der GrdBe nach ceordnet: tistyct

Hilfssatz 1.1 (Brasss,[2])

Cewe o

3

Es sei NeIN und ti&fP flir 1<i<N mit tistigg aeagehen.
Behauptuna: , L T, x
N-1 . Ex_ i .
BT Tt st e —iglpi(x)e € Vi

dabei gilt: Tjé S:={ti!l;i;N} fiir 1<j<L und fiir jedes

Element t €S gibt es ein j mit l<j<L, so daB t=Tj erfiillt
ist; L ist also die Zahl der verschiedenen Elemente von S.

Ferner gilt:
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Der Grad von P, ist kleiner als die Zahl der Elemente von S,

die gleich Ti sind.

Beweis: Vollstidndige Induktion nach N:

N=1: o £x t.x
A (tl)e =e . Die Behauptunag gilt hier offensicht-

lich: sie sei auch fiir N-1 gezeiaqt.
Induktionsschlufl:

10 1] . 4 =
1.Fall - Ll tN ,t
N-1 Ex 1 N-1 X
Aus (1.1 fo: S S 1

( o) olgt A (tl,...,tN)e W-1)1 ¥ e

2. Fall: tlftN

Es wird hier A2 Lt )etx-AN"z(t yeeert yetX
N-1 tx_ 1 N-1 2 Al
A Tty seeeitle TS e *"
' 1™ ‘
benutzt.

Aus .7t folgt flir 1<icN: Gibt es my Komponenten
1’ "N =2 = i

in (tl""
eines der (N-1)-Tupel (tl,...,tN_l) und (tz,.,.,tN).
Mit der Induktionsannahme ergibt cich damit die Behauptung,

tN) mit dem VWert ti' dann gilt dies mindestens fir

da fiir Polynome Ql’Q? der Differenz auf der rechten Seite
die Beziehung qrd(Ql+Q?)ém x{qrd(Ql), grd(Q,)} gilt.
Die Behauptung ist somit vcellstindiqg bewiesen.

Hilfssatz 1.2 (Braess,[2])

Fiir NeI und mit t,&TR £iir 1gigN ist die Menge

B:{Al(tl,...,ti+1)etX|Oéi;N—l}

linear unabhingiqg.

Deweis: Mach Hilfssatz 1.1 ist die Rehauptuna gezeiat, wenn
die Wronski"Determinanté der Flemente von B fliir ¥=o von |
M1l verschieden ist (vql. [5],[7D).

Flir o<m<n gilt wegen (1.11):

m,n tx _n-m
DA (tl”"’tn+l)e =¥ Rmn(x), n<N-1,
n—-

wobel Rmn(x) bis auf den Faktor x M 9ie Summe darstellt,

Aie dAurch m-fache Anwvenduna der Produktrecel entsteht.




wnseramy

Flir ogm=n<N-1 erhdlt man n
(B4 1 (kg 7t )8 )x

ls S
n tx_ 1 n-1 i=1 o ;
(tyree-rtpq)e =ntf é U | ds_...ds;+ |

ST

xR  (%); R__(x) stellt bis auf den
mm mm

Faktor x den Rest der bei der Differentiation entstehenden

Summe dar.
Fiir x=o folgt: | !

s’O H o;m<n i
m,n tx _ ' -
DA (tysene byl = ) n<N-1 | ,
[1 :  ogm=n
’ ' J
Setzt man fir x=o
tx .
a i= Aj(tl,..., e ozl jgN-1, |

so erhilt man eine nichtsinqulidre Dreleckcmatrlx (a, .) ;
i, o<1 j<1\ 1

womit die lineare Unabhingiqgkeit von B bewiesen ist.

Satz 1.2 (Braess,[Z])

T,X : .
E(x)= 2 P, (x)e ~ € Vg~ Vy-q Pesitzt eine eindeutige Darstelluna

1=l NZl oy

durch Differenzenquotienten: E(x)= 7 b A (tl""’tl*l)
i=o

Die Koeffizienten b €IR sind fiir o£is<N-1 eindeutiq bestlmmt-

i- 1 i
es gilt t.=T, fir [ (ard(P )+1)<jg ) (ord(P )+1) und 1<i<l;
3 k=1 k kel K -
dabei sei LeIN die Lédnagec von E .
Beweis: T x

Die Menge U —{ Z Q;(x)e IO ist ein reelles Polynom nit

i=1 ;
qrd(o )<qrd(P }y fiir l<1<L}“VN

stellt nach fs] [7] und der Definition von Vy einen N-dimen-

sionalen Vektorraum dar. Nach Hilfssatz 1.2 is St

Xlosi<N—l} pasis eines N-dimensionalen,

{Ai(tl,...,ti+l)e‘
reellen Vektorraums U? mit U?-_ 1 nach Hilfssatz 1.1 ,

falls fiir die ti die Peziehunqg der Rehauptuna ailt.

Daraus folgt U1=U2 und damit der erste Teil der'Behauptunq.
Mach Hilfssatz 1.1 und Satz 1.1 sind auch die t; fllr 1gigF

eindeutiqg bestimmt.‘Damit ist der Satz gezeiqgt.




- 14 -

Bemerkung:

N V-1 die 2N Parameter

Es ist also moglich, jedem Element von V
bo,...,bN_l.,tl,...tN gemdf Satz 1.2 zuzuordnen; verwendet
man im Beispiel 1.1 die Darstellung durch Differenzen-

quotienten, so erhdlt man:

(l+—%—)x b < o tx 1 1, t
E(a_,X) = me -me” = o-A (1l)e +-1-A7(1,1+Fe X
m X o} tx 1 M tx
f(x) = xe = 04 (1l)e + 1-A7(1,1 )e
Damit ist E(am) der Parametervektor (o,l,l,l+—%)€]R4, mEIN;

und f der Parametervektor (o,l,l,l)EIR4 zugeordnet; die Kon-

vergenz der Folge ist hier an den Parametern zu erkennen.

Es wird hierzu spdter benétigt:

Hilfssatz 1.3
Mit n€WN seien in IR die Folgen (tj,m)meIN , l<izn+l,

., _<t. und lim t, = t ER, l<j<n+l, gegeben;
mit tJ ,m ]+l ,m m_::: J.m j b r 9€9

weiter sei entweder tj<tj+l’ 1<j<n, oder tj=t, 1<jgn+l, er-

tx)

e me I

".a't

auf I=[a,b] gleichmdBig gegen An(tl,...,tn+1)etx .

fiillt. Dann konvergiert die Folage (2" (t

1,m n+l,m

Beweis (nach [13]):
Die Funktion f sei holomorph in C.

Fir s.e R, l<j<n, mit Sj<sj+1’ l1<j<n-1, oder Sj=s' l<jz<n,

wird durch vollsténdige)Induktion nach n gezeiqgt:

n-1 _ 1 no -1

wobei K={z€ €|R=|z|} mit max |s,|<R<= sei.
- 1<izn
. o _ 1 _ -1
n=1l: A (sl)f = f(sl) —'ZWiLf f(z) (z sl) dz

K
Gilt (1.12) fir n, dann folgt:

Fir sl#sn+l erhidlt man

n-1 n-1
A -(sl,...,sn)f -A (sz,...,sn+l)f

n
A (Sy,ec0,8 ) E= -
1’ n+1l 1 Sh+1

s




=l

A
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1 ‘g‘[f( ) ( ) -f(z) ( i -1
= 2z - - i -5, =
S17%n+1 2"1 S Z"%n+1 21z Sl)Jj=1(z sy) az

n+l -1
L j £(z2) n (z- 53) dz

Aus (l.lo) und dem Cauchyschen Integralsatz fiir Ableitungen
folgt fiir sj=s, 1<j<n+l, unmittelbar

n+l -
An(s,...,s)f = 2ii'J\f(z) n (z-s.) ldz
K =1’

Damit ist (1.12) vollstdndig gezeigt.

Es sei nun max{ max ltil, 1} < R <=,
~lcign+l

Es kann o.B.d.A. Itj m' <-%—R fir 1<j<n+l und melN ange-
14

nommen werden.
Fiir x€I und z€C mit |z| = 2R erhdlt man:

n+l -1 z% n+l _
n (z-tj) - e I (z-t. )

j=1 =1 I

| eZX

n+l n+1 n+l -1
| m (z-t, ) - T (z-t, )I n (|z-t,||z-t,
j=1 3’ j=1 j=1 J

4N .
ezR(la]+|b|)(R‘%9 n 1! 7 23 (s,
j=o

o n
eZR(lal+|b!)(R.§.) n %(2R)n+l ) ISj oS | =: M Z ls. -s.

ZXI

dabei sind S, bzw. S, m die elementarsymmetrischen Funktionen
’

von t,, 1<kzn+l, bzw. t, ., l<k<n+l. Mit den Eraebnissen von
’ - 14
oben erhilt man fiir alle x€1I

n tx n tx

| A (tl,...,tn+l)e - ATty m""'tn+1,m ]
< 51-4RnM Z |s. m—s.{. Wegen lim Z ls —s.[= o folgt damit

j=o 3 J m+e §=0 ]

die Behauptung.




1.3 vorzeichenklassen in VN

Ein weiteres Hilfsmittel zur Beschre

von VN' soweit dies hier erforderlic

f{ihrung von vVorzeichenklassen in VF

ibuna der Struktur

h ist, liefert die Ein-

nach Braess,[2].

pa, wie in 1.1 angekiindiat, die Existenz elner besten

Approximation einmal durch Erweiteruna von V und zum anderen

durch Beschrédnkung auf aeeignete Teilmengen, zZum Beispiel VN

oder V;, gesichert werden kann, lieat es nahe, die Vorzeichen

der Summanden in Exponentlalsummen zu untersuchen.

Jeder Exponentialsumme wird rekursiv ein Vorzeichenvektor

zugeordnet:

pefinition 1.6

a. E(x) =( 2 a;x Lyet
i=o

X mit an¢o und s=siqn(ah) hat den

Vorzeichenvektor sign(E) mit n+1 Komponenten:

sign(E)=((

1
sign(a) = o
-1

pabei ist fiir a€IR

"b. Fiur El,Ezé \Y

on E5; 51qn(E habe m.
von E, j) 3

-1)“5,...,(-1)15,5)

fiir a»o
fiir a=o .

flir a<o

seien die Fregquenzen von El kleiner als die

Komponenten, j=1,2.

Dann hat E1+E den vorzeichenvektor 51an(El+E2) mit

2

m1+m2 Komponenten; dabei sind die ersten my Komponenten

die von San(E y, die restlichen m,

die von siqn(Ez) :

51qn(E +E ) = (sian(E ), siqn(E )

1

Beispiele hlerzu
sign((x+5)e

sign((x+5)e ~ +de R _y2e?¥

Bemerkung-

a. Die Zahl der Komponenten des Vorz

ist gleich dem Grad von E.

)'( -1,1), siqn(4ex)=l, siqn(-—xze2
y=(-1,1, 1,-1,1,- -1)

Xy=(-1,1,-1)

eichenvektors siqn (E)
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N t.x
b. Fir E(x)= ] ae mit grd(E)=N gibt die i-te Komponéﬁfe
i=1 =Nt

von sign(E) das Vorzeichen von a, an.

Definition 1.7

Es sei S§ ein Vorzeichenvektor mit N Komponenten.
a. VN(S)={E|E€EVN,(siqn(E)=S)v(man erhdlt sign(E) aus S
durch Streichen von Komponenten in §) }
VN(S) ist die Vorzeichenklasse zu S in VN‘

(0]

O (ay =
b. Vp(S)=V(S)nVy

Bemerkung 1.3

+
a. vN=v§(1,1,...,1)=vN(1,1,...,1)

Entsprechendes ¢gilt fir VN'
b. EGIVN mit grd(E)<N gehdrt zu mehreren Vorzeichenklassen

-

in VN’ wie die Beispiele zu Definition 1.6 zeigen. Nur

die Elemente von VN-VN_1 gehdren zu genau einer Vorzeichen-
klasse, so dapf damit in VN—VN_1 eine Einteiluna in dis-
junkte Teilmengen erkldrt ist.

Der folgende Satz stellt eine Beziehung 2zwischen der Zahl der
Nullstellen einer Exponentialsumme und ihrem Vorzeichenvektor
her.

Satz 1.3 (Braess,[1])

Voraussetzung: Es sei 1’::eVN mit grd(E)=N>1 geaeben und E be-
sitze m reelle Nullstellen.

Behauptung: In S=sign(E) gibt es mindestens m Vorzeichen-
wechsel, d.h. es gibt mindestens m Komponenten Si von S mit

Si7Sy41 -
Beweis: Vollstindige Induktion nach N:
N=1: E(x)=aetx besitzt nach Voraussetzuna keine reelle Null-
stelle.
Der Satz sei gezeigt fiir N-1.

L t.x
InduktionsschluB: E(x)= ] P, (x)e
i=1

m>o reelle Nullstellen; fﬁr m=0 ist nichts zu zeigen.

i ¢ v. mit der Linge L habe

N
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In S lieqt damit mindestens ein Vorzeichenwechsel vor, donn

sonst ailt nach Bemerkung 1l.3a lE(x)‘>o fiir xeR im Wider-

spruch zu m>O. )
Es sei also w>o die Zahl der Vorzeichenwechsel in S; k seil

der kleinste Index mit Sk=-sk+l'

1. Fall: k t.x L £, X
E(x)= ] a;e = + ] Pilx)e
i=1 i=k+1

—tyx

Filir El(x)=e CE(x) gilt
k-1 (ti—tk)x L (ti—th
DE, (x)= Z (t -ty )age + 7 (DR (x)+P, (x) (£ -ty))e T
1 . i i i 7k
i=k+1

E. hat die gleichen Nullstellen wie E und 51an(E )= 51an(E).

1
Beachtet man t, <tk fiir i<k, so liegen in 51an(DE ) w~1 Vor-

zeichenwechsel vor. Nach dem Satz von Rolle besxtzt DFl
mindestens m-1 reelle Nullstellen. Weagen DEle'VN_l erhdlt

man nach Induktionsannahme w=1l>m-1, also w2m.

2. Fall: L £ x
E(x)= ) P, (x)e Y mit grd(P,)21. Es ist also k=l.
i=1
-ty X L (t;-ty)x
E, (x)=e E(x) =Py (X)+ ] py(xle
i=2
(t;-t,)x

L
DE, (x)=DP ($)+lzz(DPi(x)+(ti—tl)Pi(x))e

In sian(DE ) liegen w-1l Vorzeichenwechsel vor, wie man durch

. Vergleich mlt El erkennt; damit folat wie in Fall 1: w2m.

- 3. Fall: k-1 £ x £
E(x)= ) a,e + Z p,(x)e mit qrd (P, )21
i=1 i=k .
-t, X k-1 (t,-t, )X L (t,-t, )X
E, (x)=e Kpx)= ] ae e )+ ] Py (xe Lox
i=1 T ‘ i=k+l
k-1 (ti—tk)x .
DE, (x)= J a; (-t Ye : +DP, (x)+
k 3
i=1
(t.-tk)x

L
+ i=}z<+l(DPi(x)+Pi(x)(ti—tk))e

Mit den gleichen fiberlequngen wie oken erhilt man auch

hier w>m.
Damit ist der Satz vollstindig bewiesen.




